Universidade Federal de Vigcosa
Departamento de Matematica

conhecimento

cesa

Coordenadoria de Educagéo
Aberta e a Distancia




Carcuro I c-ad

Universidade Federal de Vicosa

Reitora
Nilda de Fatima Ferreira Soares

Vice-Reitor
Demetrius David da Silva




c-ad Carcuro Il

Diretor
n Frederico Vieira Passos
Campus Universitdrio, 36570-000, Vicosa/MG

Telefone: (31) 3899 2858 | Fax: (31) 3899 3352

Coordenadoria de
Educacdo Aberta e a Distancia

Autor: Ady Cambraia Junior e Braz Moura Freitas
Layout: Diogo Rodrigues
Diagramacao: Lucas Kato

Coordenacao Editorial e CopyDesk: Joao Batista Mota

Marco de 2013




CArcuro Il

Ficha catalografica preparada pela Secao de Catalogacao e
Classificacao da Biblioteca Central da UFV

C177c Cambraia Junior, Ady, 1981-
2013 Célculo Il [ recurso eletrénico] / Ady Cambraia Junior, Braz Moura
Freitas. - Vicosa, MG : Ed. UFV, 2013.
2,8MB:: il. color. ; ePUB. - (Conhecimento, ISSN 2179-1732; n. 27)

Inclui indice

Referéncia: p. 83

1. Célculo. 2. Regra de L'Hopital. 3. Integrais impréprias.
4, Sequéncias infinitas. 5. Séries infinitas. 6. Séries de poténcia.
|. Freitas, Braz Moura, 1949-. |l. Titulo

CDD 22.ed.515




CArcuro ll

Sumario

1 Introdugao

2 Integrais Improéprias e a Regra de L’Ho6pital
2.1 Regrade L’Hopital . . . . . .. ... .. .. ... . . ...
2.2 Outras formas indeterminadas . . . . . . . . ... .. ... ...
2.2.1 A forma indeterminada oo -0 . . . . . . ... L.
2.2.2 A forma indeterminada oo —oo . . . .. ..o
2.2.3 Poténcias Indeterminadas: 1°,00%,0° . . . . . ... ... ... ...
2.3 Integrais Improprias . . . . . . . ..o
2.3.1 Limite de Integragao Infinito . . . . . . . .. ... ... ... ...
2.3.2 Imagem de f infinita, ou seja, integrando descontinuo . . . . . . . .
2.3.3 Aplicagoes das Integrais Improprias . . . . . . . ... ... ... ..
2.4 EXercicios . . . . ... e

3 Sequéncias
3.1 Sequéncias de nUmMeros . . . . . . ...
3.1.1 Limite de sequéncias . . . . . . . . . ...
3.1.2 Subsequeéncias . . . . ...
3.2 Uma sequéncia especial: A Sequéncia de Fibonacci . . . . ... ... ...

4 Séries Infinitas

4.1 Série Geométrica . . . . . . . ... e
4.2 Critério do Termo Geral . . . . . . . . . ... .. ... .. ... ... ..
4.3 Séries Telescopicas . . . . . . . .. e
4.4 Outros Teoremas sobre Convergencia de Séries . . . . . . .. ... ... ..

4.4.1 Séries de Termos Positivos . . . . . . . . .. ... L.
4.5 Teste da Integral . . . . . . . . . .
4.6 Séries Alternadas . . . . . ...
4.7 Convergeéncia absoluta, Teste da Razao, Teste da Raiz . . . . . . . ... ..

5 Séries de Poténcias
5.1 Propriedades de Séries de Poténcias . . . . . . . .. ... ... ... ....
5.2 Sériesde Taylor . . . . . . ...
5.2.1 Aplicacoes das Séries de Potencias - Série Binomial . . . . . .. ..

1

23
23
25
32
34

39
41
44
45
45
49
52
%)
58




Introducao

Esta apostila surgiu por meio de uma revisao de outra apostila originalmente escrita
para o curso de calculo 2, semipresencial, do projeto das NTICs. Essa revisao foi feita
visando & finalidade de atender uma das exigéncias da disciplina calculo 2 a distancia. Ela
foi dividida em seis capitulos. O primeiro refere-se a uma revisao de formas indeterminadas
e integrais improprias assuntos estes fundamentais para o estudo de séries e equacgoes
diferenciais. Neste capitulo, os principais resultados referem-se a Rera de L’Hopital e o
estudo de convergencia de integrais improéprias.

Espera-se que, ao final do estudo deste capitulo, o aluno seja capaz de usar com
desenvoltura a Regra de LL’Hopital e analisar corretamente a convergéncia de uma integral
imprépria.

No capitulo dois, estudamos as sequéncias numéricas infinitas, que sao, a base para
o estudo posterior de séries infinitas. Neste capitulo, veremos a importante definicao de
convergéncia de uma sequéncia e alguns teoremas importantes relacionados a este assunto,
dentre eles, destaca-se o teorema da convergéncia monotona.

No capitulo subsequente, iniciamos o estudo de séries numéricas infinitas. Veremos
aqui com mais énfase o estudo das séries numéricas convergentes e estudaremos varios
critérios ou testes de convergéncia, sendo que dentre os mais importantes destacam-se os
testes da raiz e da razao.

Sao as séries convergentes, em especial as séries de poténcias convergentes, que tém
interesse pois é por meio delas que é possivel estudar importantes funcoes e suas aplicacoes
dentro da matematica e também em outros ramos do conhecimento. O estudo das séries de
poténcias é o assunto que serd visto no capitulo quatro, em especial as séries de Maclaurin
e de Taylor de uma funcao f.

Em seguida, no capitulo cinco, faremos um estudo sucinto de equacoes diferenciais
ordinarias de 1* e 2* ordens. Neste capitulo, daremos mais énfase ao estudo de equagoes
lineares de 1* e 2* ordens, em especial as EDO’s de 2* ordem lineares, homogéneas e nao-
homogéneas, de coeficientes constantes. Veremos também algumas equacoes nao lineares
de 1* ordem, tais como: equacgoes separaveis, equagoes homogéneas e de Bernoulli. E,
para cada uma delas, veremos o método de solucao mais usual.

Finalizaremos o curso com o estudo de uma poderosa técnica para resolugao de edo’s
com valores iniciais. Tal técnica é conhecida como Transformada de Laplace, que usa
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o conceito de operador (integral) linear e seu inverso para resolver EDO’s com valores
Iniciais.




Integrais Improprias e a Regra de
L’Hopital

Em um primeiro curso de calculo, quando se estuda a integral definida de uma funcao
f, esta funcao esta condicionada a duas exigéncias fundamentais:

e o intervalo de integragao [a, b] ¢é finito.
e a funcdo f tem que ser continua em [a, b].

Seja f uma funcao cujo dominio é um subconjunto infinito dos nimeros reais. Um ques-
tionamento natural é:

1) E possivel estender o conceito de integral para situagoes em que o intervalo de
integracao é infinito ou que a fungao seja descontinua no intervalo [a, b]?

2) E possivel determinar areas ou volumes de regioes nao limitadas?

Visando responder a estas questoes vamos definir o que é uma integral imprépria e
veremos que a resposta para esses questionamentos é positiva em alguns casos, e em outros
nao.

Ao desenvolvermos tal teoria veremos que a nocao de limite desempenha papel fun-
damental. Por isso, vamos utilizar o que aprendemos anteriormente para estudar casos
especiais de limites, que chamaremos de formas indeterminadas, que serao usadas, dentre
outras situacoes, no estudo da Integral Impropria .

2.1 Regra de L’Hopital

Em nossos estudos anteriores de limites, desenvolvemos diversos artificios algébricos
e trigonométricos para encontrar o valor do limite, como:

2
= - — 2.1
im 3 (2.1)
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x
Isto ,em geral, ocorre quando calculamos o limite de um quociente da forma E 3 com
g(x
lim f(x) =0 e lim g(z) = 0. Tal expressao é chamada de forma indeterminada
r—ra r—ra

0
do tipo — em z = a. Se lim f(x) = 0e lim g(x) = 0 a expressao — é uma forma
0 T—00 T—00 0

indeterminada do tipo o para * — Z+oo Outro tipo de forma indeterminada ocorre
quando lim f(x) = lim g(z) = +oo para * — a ou  — F00 que é indicada apenas
00

cOomo —.
0

: : . 0 . . o
Existem casos onde ocorre a forma indeterminada 0 e a manipulacao algébrica usada

no exemplo 2.1 nao é tao simples de ser aplicada.
Um primeiro exemplo nao tao simples ocorre no limite fundamental:
senx

lim —— =1 (x em radianos).
z—0 g

: o 0 00
Pode-se provar geometricamente este limite, mas para uma forma — ou —, quando
00

f e g sao funcoes quaisquer, a determinacao de tais limites requer o uso de um teorema
conhecido como Regra de L’Hopital.

A Regra de L’Hopital foi publicada em 1696 (em plena época das grandes descobertas
do Célculo) pelo matematico francés Marqués Guillaume Frangois Antoine de L’Hopital.
No entanto, este teorema ja era conhecido pelo matematico suico John Bernoulli do qual
L’Hopital foi aluno.

Existem varias demonstracoes da regra de L’Hopital. A demonstracao mais usual da
regra faz uso do Teorema do Valor Médio de Cauchy, também conhecido por Teorema do
Valor Médio Generalizado, cujo enunciado é:

Teorema 2.1 do Valor Médio de Cauchy Sejam f, g funcoes continuas em [a,b] e
derivdveis em (a,b). Se g(x) # 0, para todo x € (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

Demonstragao: Em primeiro lugar vamos mostrar que g(b) — g(a) # 0. Suponha, por
absurdo, que g(b) — g(a) = 0, isto é, g(b) = g(a). Entdo como g é continua em |a, b
e derivdvel em (a,b), pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0, o que
contradiz a hipétese ¢'(z) # 0 para todo x € (a,b), logo g(a) # g(b). Considere a fungao

f(b) — f(a)>
g(b) —g(a) )

Afirmacao: A funcao F satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle. De fato,

Fla) = /() - f(a) — (9(z) — 9(a)) (

e F' é continua em [a, b, pois [ e g o sao;
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e [ é derivavel em (a,b), pois F' é diferenga de fungoes derivaveis e F'(z) = f'(x) —

oo ()

o F(a)=F(b) = 0.

Logo, novamente pelo Teorema de Rolle, existe um ¢ € (a, b) tal que

isto é,

O
Com este resultado estabelecido temos condigoes de enunciar e demonstrar a Regra
de L’Hopital.

Teorema 2.2 (Regra de L’Hépital) Sejam f e g funcoes definidas em I = [a,b] que
f(z)
g(x)

contém c e que sao derivdveis em (a,b), exceto possivelmente em c. Se tem a forma

0
indeterminada 0 emx =c e seq(x)#0 para x # ¢, entdo

lim f(l; = lim M

T—>c g(x T—>c g’(a:)

/
exista.

desde que lim —
Tr—>C g (:E)

Demonstragao: Sejam [ e g fungoes continuas no intervalo [a, b] e derivaveis no intervalo

()

0
aberto (a,b), com ¢ € (a,b). Suponha que fz) tem a forma indeterminada gemz=c

g(x)
x
e que lim — = L. Devemos mostrar que lim M = L. Vejamos entao que para
Tr—>C g (a’,’) Tr—>C g(l’)
xr — ¢t isto ocorre (para x — ¢~ é andlogo). De fato, temos que f e g sdo continuas no
intervalo [c, z| e derivdveis em (c,z) e ¢'(t) # 0, para todo t € (z, ¢), entdao pelo Teorema

2.1 existe d € (¢, x) tal que

Assim, como d € (¢, x), segue que quando x — ¢ temos que d — ¢*, logo:

L N L) B L O B

= lim =

e—ct g(x)  d—et ¢'(d)  a—et ¢'(x)
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Ou seja,
lim _f(x) =1L
r—>ct g(ﬂf)
Analogamente, prova-se que lim @ =L
T—>CcT g(.ﬁli)
Portanto,
!
lim & = lim M
Tr—rC g(l’) Tr—rC g (,Qf)
O

Este resultado também ¢é vdlido quando * — 400,z — ¢ ou x — ¢~. A regra
A . 7/ 7/ / . . . w

de L’Hopital também é vélida para a segunda forma indeterminada, —, no entanto, sua
00

demonstracao é bem mais complexa e nao a faremos. E importante ressaltar que a Regra
de L’Hopital é usada somente quando ocorrem formas indeterminadas:
0 o0
0 e -

Existem outras formas indeterminadas, que veremos posteriormente, e, quando ocor-
rerem, serao convertidas para um dos dois casos citados. Outra observacao importante é

que na regra de L’Hopital as derivadas de f e g sao tomadas separadamente, isto é, temos

/
x ~ . .
um quociente entre as derivadas de f e g, ou seja, ,E ; e nao a derivada do quociente de
g (z
feg

Exemplo 2.3

Podemos aplicar a Regra de L’Hopital nos seguintes casos:

T senz? i . 2 cos 12 _ 0 0
r—0 T z—0 1 1
0 1 1
2. lim = i EL—
z—0 1 — e® z—0 —e? —1
2 2
3. lim L = lim Tx = lim 22?2 = 400
r—r+00 11’1 X r—+00 = T—r+00
A 2 = 2
4. hm = 1m = hm _— =
z—t+oo T z—+oo 8 In 8 T—+00 8w(ln 8)2
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Exercicios 2.4

1. Resolva as sequintes questoes que envolvem a forma bdsica do uso da Regra de

L’Hopital:
i) lim senr — x
=0 tgr — T
2
) 6
i) lim r"—ort+b

t—2232 —x — 7

.27
iv) lim —
r——o00 eT
, senx
v) lim

z—0 In(2e* — 1)

vi) lim zlnzx

. z—0t+
. seny, . e
O] i) i
9z — 3sendz 0
2. Calcule um valor de ¢ que faga com que a funcao f(x) = 53 se, T F
c se, v =0
seja continua em x = 0.
. | rz+2 se, z#0 oz +1 se, x#0
3. Sejam f(x) = { 0 se =0 ° g(x) = { 0 se. =0 Mostre que
!/
lim (@) =1, mas lim M = 2.
z—0 g’(aj) z—0 g(:[;)

Por que isso nao contradiz a Regra de L’Hopital?

sen3z + ax + ba?
4. Ache os valores para a e b tais que lim rart =0.
r—0 x?’

2.2 Outras formas indeterminadas

Existem outras formas indeterminadas, a saber: oo - 0,00 — 00, 1%, 00" 0°. As for-
mas 1°°,00°, 0% sao chamadas de poténcias indeterminadas e tém origem em limites de
uma funcdo composta h(z) = f(2)?®. O procedimento usado para resolver tais inde-

. ~ , . o8 . p
terminacoes é transforma-las em outra do tipo 0 ou — e a partir dai usar a forma de
00

L’Hopital correspondente. Analisemos entao como proceder em cada caso.

2.2.1 A forma indeterminada oo -0

Suponha que lim f(x) = 0o e que lim g(z) = 0, entao
Tr—cC r—rC

lim f(x)g(x), (oco0-0). (2.2)

Tr—rC




c-ad Carcuro Il

10
Neste caso, podemos considerar f(x)g(x) como @ resp.@ e o limite (2.2) torna-
() g(x)
se:
. gl 0 . f(@) oo
wlﬂlcT ol resp. wlglcT == | (2.3)
f(x) g(x)

Assim, o limite (2.3) se enquadra na primeira forma indeterminada e podemos aplicar
a Regra de L’Hopital. O procedimento para x — ¢ é também usado para x — +o0.

Se considerarmos f - g como T podemos proceder de forma andloga ao caso anterior,

g
no entanto, iremos obter um limite com a segunda forma indeterminada, —.
00

Os exemplos a seguir caracterizam bem este procedimento.

Exemplo 2.5
1
1 _COSE
1 w0 Sen— 2 0 1
i) lim z-sen— = lim L = lim —%— 2 lim cos— =cos0 =1
r—>00 €X r—>00 + r—>00 —_1 r—00 xX
T 2
1
ey 1 0(—o0) .. Inw . T = .. 1
i) lim +x-lnxz = Iim — = lim = 2 lim —222 =0
) :l}—>0+\/_ z—0+ 1 z—0+ —1 z—0t

\/E 213

2.2.2 A forma indeterminada co — oo
Quando lim f(z) = oo e lim g(z) = oo dizemos que a diferenga f(x) — g(z) esta
r—a r—a
associada a indeterminacao oo — oo em a. Podemos transformar esta indeterminacao

0 -
na forma indeterminada — efetuando o minimo multiplo comum, caso as funcoes sejam

racionais, ou escrevendo:

~ e |~ s

Exemplo 2.6

1 1 o orx—er+1 ) 1 —¢€* ) —e*

im - = = lim ————— = lim ————
e—0e* —1 x 2—0 x(e*—1) 2—0e®+xe® —1 2—02e" + xe” 2
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2.2.3 Poténcias Indeterminadas: 1, o0”, 0°

Seja h uma funcio definida por: h(x) = f(2)9™), onde f e ¢ sdo duas funcoes, sendo
f(z) > 0, para todo  no dominio de f. As expressoes 1 oc’e 0° também sio for-
mas indeterminadas. Em qualquer um desses casos, para resolver estas indeterminagoes,
procederemos da seguinte forma:

f($)g($) — (@) ) _ g(@) In(f(=))
Como a funcao e* é continua para todo x real, temos

lim f(z)9@ = el
Tr—a

sendo L = lim[g(x) In(f(x))].
Tr—a
Observe que lim [g(x) In(f(z))] estd associado a forma indeterminada oo - 0.
r—a

Exemplo 2.7

Mostre que
i) lm (1+2)" =c i) lim_ (tge)""
Solucao:

i) Seja f(z) = (1—|—x)% e observe que como x — 0% entdo x +1 > 0 = f(x) >
0, V z > 0. Aplicando o logaritmo, obtemos:

1
Inf(z) =—"-In(1+ 2),
x
que é uma forma indeterminada do tipo 0 - co. Usando L’Hopital e calculando o

limite do logaritmo acima, obtemos:

1 1
lim Inf(z)= lim —-In(14+2z)= lim =1

z—0+F z—0F T —0t+ 1+ 2

Dai, utilizando a continuidade da funcao Inz, segue que:

lim Inf(z) = 1n[ lim f(x)] =1= lim f(z)=c¢

z—07F z—0t z—0t

ii) Seja f(z) = (tgz)™". Como z — T , entao r < g = tg(x) > 0. Aplicando o

logaritmo obtemos que: In f(z) = cosz - In (tgz). A expressao cosx -In (tgx) é uma
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forma indeterminada do tipo 0 - co. Dali, usando a Regra de L’Hopital, temos:

In (t
lim Inf(z) = lim [cosz-In(tgz)] = lim In (tez) =
z—5~ z—%~ r—75 7 SeCT
(secx)?
= lim __ter lim xz =
s—I-secT - tgr a1 (tga)
= lim &xQ:Oﬁ lim f(r)=¢e"=1
T—5 (senx T—r5
Exercicios 2.8 1. Calcule os limites:
senx? cosz — 1 1
(a) }31{)1% . (D) alsl—r% pr— (¢) xli%i zlnz  (d) }31{)1%(6 +1x)
lim (1+ x)'/* lim 2/0) I © (h) lim wtg—
(e) lim (1+2)7* (f) lim z (9) lim (senz)® (h) lim ztg—

2. Dé exemplos de duas funcoes derivdveis f(x) e g(x) com lim f(z) = lim g(z) = 0o
T—00 T—00

que satisfacam as sequintes condigoes:

T—00 g(x)

(b) lim L&)

T—00 g(x)

_ f(x)

c) lim —~ =0
9x — 3sen(3x) 0
. Calcule um valor de ¢ que faga com que a fungao f(x) = { 53 , TF

c, x=0

seja continua em x = 0.

| Sejamf(x):{ 358—72, iig eg(a:):{x—('):l’ iig . Mostrequel%%:
f(x)

1, mas lim ——= = 2. Por que isso nao contradiz a Regra de L’Hopital?
20 g(x)

. Numa progressao geométrica, se a for o primeiro termo, v for a razdo comum a
dois termos sucessivos e S for a soma dos n primeiros termos, entao se r # 1,

a(r™ —1
S = (—1) Ache o lirr% S. Ser =1 o resultado serda consistente com a soma
r— T

dos n primeiros termos?

. Se lim (nx—|—1) =9, ache n.

z—oo \ nx — 1

Az
. Se f(x) = { (1 ke ) zz i ig , ache k de forma que f seja continua em x = 0.
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2.3 Integrais Improprias

No curso de célculo I trabalhamos com integrais onde o dominio de integracao era
finito e a funcao era continua no intervalo. Além disso, a imagem do integrando era
finita. Estenderemos agora o conceito de integral definida para os casos onde o intervalo
de integracao ¢ infinito e também para os casos onde a funcao f tem descontinuidades
infinitas neste intervalo.

Uma das aplicagoes mais simples das integrais improprias pode ser vista, por exemplo,
para encontrar o comprimento de uma circunferéncia. Inicialmente considere a circun-
feréncia centrada em zero e com raio r > 0, isto é, y? + 2% = r2. O semicirculo superior é
dado por y = V/r?2 — 22, —r < x < r. Quando calculamos a integral de zero a r obtemos
a medida de um quarto do comprimento da circunferéncia.

Seja C' o comprimento total da circunferéncia. Entao:

o= 4/ﬁd;ﬁ_4/¢ L Yara [

Observe que temos uma descontinuidade com imagem infinita nessa integral no caso
em que r = x. Para resolver este impasse devemos recorrer aos recursos de limite. Logo:

C—trtim [ 2 s tim [aresin (2] -
U Ve e T

b
=4 -7 lim larcsin <—) — arcsin O] =4 - r(arcsin 1 — arcsin 0)
r

b—r
:4-r(g—0)=4-r—.

, . . Ay, 7T . ;o
Dai, o comprimento da circunferéncia é: C' = 4r— = 27r. Integrais onde o dominio

de integracao ¢ infinito ou com imagem de f infinita sao, como no exemplo, chamadas de
integrais improprias.

2.3.1 Limite de Integracao Infinito

Primeiramente, para motivar a definicao de limite de integragao infinito, considere

o problema de calcular a area da superficie situada abaixo do gréafico da funcao y =

2 b
acima do eixo das abscissas e a direita da reta x = 1 (perceba que esta regido se esterfde
infinitamente a medida que os valores de = crescem). Normalmente, a intuigdo nos leva
a imaginar erroneamente que essa area é infinita. Desta forma, vamos num primeiro
momento, calcular a area hachurada da figura a seguir, isto é, a area dada pela integral

[ (D))=
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>

X

Analogamente, se quisermos calcular a drea até a reta x = 3, obteremos:

[5-F- -3

Se quisermos calcular a area até a reta x = 4, obteremos:

[5-F-F-C

Prosseguindo desta forma, percebemos que se limitarmos essa area pela reta x = t,
e aumentarmos cada vez mais o valor de ¢, isto é, fazendo t — o0, a area da regiao se
aproxima cada vez mais de 1.

a) Seja f seja continua em [a, +00), onde a € IR. Definimos:
o] t
| 1@ = g [ ryas

b) Seja f continua em (—o0, a|. Definimos:

/ flayd = tm [ fla)ds
se o limite existir.

Dizemos que as integrais convergem se os limites existirem, caso contrario diremos
que as integrais divergem.

se o limite existir.

¢) Seja f continua em (—oo,00) e a um numero real qualquer. Definimos:

“+o00

+oo

fapde = [ faydes [ s
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+00
A integral f(z)dx serd convergente se as duas integrais do lado direito da igual-
oo

+o0o
dade também o forem. No caso de uma delas ser divergente, entao f(z)dz também

—0oQ

ird divergir. Pode-se mostrar que a escolha do ntimero a no item c ¢é arbitraria. Por
questao de simplicidade, em geral, escolhemos a=0.

Exemplo 2.9 Determine se sao ou nao convergentes as integrais abaixo:

Solugao:
e “1 1 1
o / —dr = lim —dr = lim (——) 1= lim <—— + 1) =1
1 X t—+o0 1 T t—>+o0 x t—+o0 t

“+o00 1 t 1
° / Hd:z; = lim Hd:l: =
1

2 t—rtoo [} 22

: 1 . "1
= lim |-~ Inzf[} + [ —dz
t—>+o00 T 1 T

1 1
= 1l —~-Int+0- -t
im l ;I + x|1]

t—+o00
) 1 1 ] 1
= lim —— Int—-4+1)J=1—- lim -=1
t—+oo t t t—too t

2.3.2 Imagem de f infinita, ou seja, integrando descontinuo

b
Se f for uma fung¢ao continua em um intervalo fechado [a,b], entdao [ f(z)dz existe.

a
Se a funcao f tem uma descontinuidade com imagem infinita em algum ponto do intervalo
[a, b], temos trés casos a considerar:




c-ad Carcuro Il

16

1. f é continua em [a,b) e hIIll) f(z) = £oo. Neste caso, definimos:
T—b~

/ab f(z)dz = lim /atf(x)da:,

t—b—

Se o limite existir dizemos que a integral converge, caso contrario ela diverge.

2. f é continua em (a,b] e lim f (x) = +o00. Neste caso, definimos:
Tr—ra

/abf(x)dx = lim /tb f(z)dx.

t—sat

Se o limite existir dizemos que a integral converge, caso contrario ela diverge.

3. f é continua em [a,c)|J(c,b], lim f(z) = +oo e lim f(z) = +oo. Neste caso,
Tr——Cc™ Tr—C
definimos:

/a " ) = / fla)de + / " Ha)de = i ( / t f(x)dx) + lim, ( /t b f(m)da:) |

b c
Dizemos que a integral / f(x)dx converge se cada uma das integrais, / f(z)dx e

b
/ f(z)dz, for convergente. Por outro lado, se uma das integrais diverge, entao a integral
C

b
/ f(z)dx diverge.

Em muitos casos ndao queremos (ou nao podemos) saber qual é o valor de uma integral
imprépria, mas apenas saber se tal integral impropria é convergente ou divergente. Para
isso existem diversos critérios que nos permitem avaliar a convergéncia da integral. Dentre
os mais utilizados destacamos:

Teorema 2.10 (Teste da Comparacao) Sejam f, e g duas fungoes integrdaveis em
la,t], para todo t > a, tais que, para todo x > a, 0 < f(z) < g(z). Entdo:

(a) Se/ g(x)dx é convergente, entdo/ f(z)dx também é convergente.
0 0

(b) Se/ f(z)dx é divergente, entdo/ g(x)dx também é divergente.
0 0

Este resultado é bastante intuitivo ao observarmos a figura:
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oo
Exemplo 2.11 Estude a convergéncia da integral / —5dx
4

Solugao: Note que esta integral é constituida por um quociente, sendo o numerador
uma funcao limitada e o denominador uma funcao polinomial. Por isso, vamos usar o
Teste da Comparagao para analisar se ela converge ou nao . Quando usamos esse teste,
a dificuldade principal é encontrar a funcao ideal para que seja feita a comparacao. A

fungao g, neste caso, pode ser escolhida como sendo g(x) = W
x _—
Agora observe que:

e A funcao seno satisfaz a desigualdade: 0 < sen?z < 1 para todo z € R, em particu-
lar, para todo = > 4.
og(m)z( >0, Vae>4

x — 2)?

[e’e) t o
—— _dr =i —— _dr =i
/ @—22" T 5, 22" T ez —2)

0+1—1
2 2

Sendo assim, as hipoteses do Teorema da Comparagao sao satisfeitas para todo x > 4

sen?(x) . * o1
——dx converge, uma vez que a integral ———dx
(z —2)? . (z—2)
converge. 0O

I —1 L 1
= 1m =
A t—soo \ t — 2 4—2

oo
e podemos garantir que /
4

Com uma pequena extensao do Teorema da Comparagao, conseguimos obter mais um
critério de convergéncia (ou divergéncia) de integrais impréprias.

Teorema 2.12 Seja f : [a,00) — R uwma fun¢do continua. Se / |f(x)|dx converge,

entao / f(z)dz também converge.
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Vejamos como aplicar o critério do teorema 2.12 com o seguinte exemplo:

oo

Exemplo 2.13 Mostre que a / e “senxdxr converge.

s

Solucgao: Para usarmos o Teorema da Comparacao, temos que verificar se o integrando
satisfaz as hipGteses do teorema. Constatamos que a funcao f(x) = e ®senz nao é posi-

tiva Va. No entanto, 0 < [senz| < 1, consequentemente 0 < |e”“senx| = e “[senz| < e~ *.
(ee]

oo
Como / e “dx converge, o Teste da Comparacao nos garante que le"*senx|dx
s

™
oo

também converge. Aplicando agora o teorema 2.12 concluimos que / e “senxdxr também

converge. " 0

O critério apresentado a seguir é particularmente apropriado para analisar a con-
vergéncia de integrais improprias cujo integrando é um quociente de polinomios.
Teorema 2.14 Sejam [ e g duas fungdes continuas em [a,o0), tais que f(x) > 0 e
g(x) >0, com

f(z)

lim —= =L,
200 g(x)

sendo L € (0,00). Entdo as integrais z'mpro’pm'as/ f(z)dx e/ g(x)dx comportam-se

da mesma maneira, isto €, ou ambas convergem ou ambas divergem.

Exemplo 2.15 Estude a convergéncia da integral /5 h mda@. Seja g a funcao
definida por g(x) = m
Solucao: Observe que:

x x 1

203 + 3z + 1 3 1 3 1Y\’ -
$3'<2+—2+—3> $2-<2+—2+_3>
x X x X

e Para x suficientemente grande o comportamento da funcao g é semelhante ao da

1
fungao f definida por f(r) = —,z > 5.
T

b
° / —dx :/ 2 2dr = lim 2 %dr = lim —
5 5

e g(z)

-1 1 1
de = lim —~ + - = -
LT T TS

(e.0]
A integral / —dx ¢ convergente; vejamos se ela satisfaz as hipoteses do teorema
5 T

x 1
= ——— ¢
203 4+ 3x + 1

2.14. Como ¢g(z) f(x) = —. Observe que para x > 5, f(x) > 0 e
T
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g(x) >0
x
3 3 1
hmﬁzhmwz limw—:—>0.
22

o0
Com as hipdteses do teorema 2.14 satisfeitas, e como a integral / f(z)dz converge,
5

x

de converge.

[ee)
podemos concluir que /
5

O

2.3.3 Aplicagoes das Integrais Improprias

O célculo desempenha um papel importante em diversas areas das Ciéncias Exatas,
Agrarias, Economia e outras. Em particular, as Integrais Improprias tém suas aplicacoes.
Vejamos a seguir algumas dessas aplicagoes.

Exemplo 2.16 Aplicacao na Economia

Suponha que exista um fluro continuo de receita para o qual o juro é acumulado conti-
nuamente a taza de 1000 por cento e f(t) reais € a receita por ano, em qualquer tempo de
t anos. Se a receita continuar indefinidamente, o valor anual, V' em reais, de toda receita
futura € dado pela sequinte integral impropria:

V= /0 h f(t)e "at.

Exemplo 2.17 Aplicagao na Teoria da Probabilidade
Uma func¢ao densidade de probabilidade € uma funcao f cujo dominio € o conjunto R
dos numeros reais e que satisfaz as condigoes:

1. f(x) >0, para todo x € R

2. /_: flz)dz =1

Vamos considerar aqui a func¢ao densidade exponencial definida por

fz) = { ke7% se, x>0

0 se, <0

onde k > 0. Para verificar se essa fun¢ao qualifica-se como uma funcao densidade de
probabilidade, vejamos se ela satisfaz as duas propriedades acima referidas.

1. Sex <0, f(x) =0; sex >0, f(z) = ke ™™ e como k > 0 entdo, ke™™ > 0.
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/_Z f(z)dxr = /_OOO f(z)dz + /000 f(z)dx
— /_Ooo deJr/Ooo ke " dx

b
= 0+ lim [— / e—’”(—kdx)]
b—o0 0

o . __—kax b

= e

= lim(—e™+1)=1
b—o0

Se f for a funcao de densidade de probabilidade de ocorréncia de determinado evento,
entdo a probabilidade de que o evento ird ocorrer no intervalo fechado |a,b] € denotada
por P([a,b]) e definida por:

P(a) = [ fa)d.

Por exemplo, para determinado tipo de bateria elétrica, a funcao densidade de proba-
bilidade de que x horas seja o tempo de vida util de uma bateria escolhida ao acaso € dada

por
1 =z
=e¢760 se, x>0
— 60 ’ -
f(z) { 0 se, <0

A probabilidade de que o tempo de vida de uma bateria escolhida ao acaso seja pelo
menos 50 horas é:

b

1 -
P([50,00)) = bl'l}rglo o —Oeﬁdx
b

= lim [_e_%]so

b—o0

= lim (—6_% + 6_%)
b—o00

= 04083 = 435,

A fim de compreender melhor o conteido apresentado, sugerimos que faga os seguintes
exercicios.

2.4 Exercicios

1. Decida se a integral é convergente ou divergente:

(a) /25 \/1|7|dx (b) /_(; (1_196)2(13:
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2 1 * cosx
- h _
() /0 x\/:fdx () /0 1+sen2xd$
R Lot
@ [ aea 0 | e

(© /i%d 0 [ G

(0 /0 " senadz (k) /0 2 &\/S‘;dt

(2) /Olzclnzcdac (1) /01 ﬁdm

2. Calcule, se existir, a area das regioes apresentadas a seguir, limitadas pelas curvas
y e pelos intervalos indicados:

1 1
1
b) y= ,de0<x <3 -9
(b) V3—=x v (h)y:2x—,de2§x<4
(c)y=—,del<ax<1 .
x
i = ,de 0 <2 <4
(d)y:seCQx,deO§x<g i)y 22— 1 —2
r 1 m
() y= ——=,de —2<2<0 N = < -
Vi —a? (i) v 1—cosa:’deo_x<2
1
(f) y:(x+1)2/‘3’de —2sz=7 k) y=2"43 de -1<2 <1

3. Calcule as seguintes integrais:

400 oo q

(a) /0 e “dx, (e) /2 o dx
+00 -1

(b) /0 e ™ dx (f) /_ Ed:c

+o00 1 0 )
(©) /0 e (&) / ve " du
+00 » b o8 1
(d) /0 e ‘sent dt (h) /_ ypp dx

oo

o0
4. Para quais valores de p a integral / —pdx converge? Quando ela converge, qual é
. T

o seu valor?




Capitulo 3

Sequéncias

3.1 Sequéncias de niimeros

Em nosso cotidiano estamos habituados a considerar diversos acontecimentos que ocor-
rem numa determinada ordem, que pode ser cronoldgica, ou de tamanho, dentre outras.
Em matematica, uma sequéncia relaciona ntiimeros que seguem determinada ordem, e que
esta ordem ¢ definida a partir de uma lei (func@o). Veremos que cada sequéncia tem pro-
priedades particulares e a partir do conhecimento dessas propriedades podemos entender
melhor o comportamento (tendéncia) de cada sequéncia.

Definicao 3.1 Uma sequéncia de ntimeros ¢ uma correspondéncia, ou func¢ao f, que
a cada numero natural n associa um unico nimero real a,,.

f N —- R
n = a,
1 — a
2 = as

Por essa definicao acima, uma sequéncia é uma funcao f definida no conjunto dos
nimeros naturais N = {1,2,3,---}, e cujas imagens sao ntimeros reais. Esta fungao é,
algumas vezes, chamada fungao posigao, por nos fornecer o elemento da posicao n da
sequeéncia (a,), ou seja, f(n) = a,.

Notacao: Denotamos as sequéncias por (a, )nen, (@n)n>1, Ou simplesmente, ay, ag, - -+, ay, - - -

Observagao 3.2

(i) Chamamos a, de termo geral da sequéncia.

(ii) Quando existir o ultimo elemento na sequéncia, dizemos que ela é finita. Caso
contrario, dizemos que a sequéncia ¢é infinita.

(iii) Neste curso vamos trabalhar com sequéncias infinitas.

23
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Exemplo 3.3 a) S@ja (CLn) uma sequencia cujos termos 8&0.’1, 5, g, e,y .Entao:
n
] 1 1 1
a = ap = —, az=— Cy Q= —
1 ) 2 2a 3 3, ) n

Uma maneira de representar esta sequéncia é escrevé-la com:
1
(an) = | =
n neN
1

1 1
b) A sequéncia 1, 37 1, 3 1, 7 pode ser representada por:

1, sen € impar;
bn: 1 /7
——, sen € par.
n+1
Exercicios 3.4 Determine o termo geral de cada sequéncia abaixo:
1234 2 4 8
) =, 2,2 2 v) 1, -2, = —— ..
Z) 7374757 Zv) Y 3797 277
1111
0) — = . v) 2,7,12,17, ...
WU 1e 4

iii) 1,3,5,7, ... vi) 0,2,0,2, ...

Definicao 3.5 Dizemos que as sequéncias (a,) e (b,) sdo iguais quando a; = b;, para

todo i € N.
1 11 1
- .- 1.-.1.=. ...
<n> € ’27 ’37 ’47 )

definidas acima, possuem os mesmos elementos, mas sao distintas pois, por exemplo,

Note que as sequéncias

a3 = é [§ b3 =1.
Geometricamente, visualizamos uma sequéncia de duas maneiras: como nimeros ou
pontos sobre uma reta,

ou como uma funcao formada por pontos isolados no plano cartesiano.

ay
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3.1.1 Limite de sequéncias

. .. 1 ..
Seja (a,) uma sequéncia tal que a,, = —,n > 1. Observe que os termos da sequéncia

estao cada vez mais préximos de 0, embora nunca assumirao este valor, ou seja, podemos
obter termos da sequéncia tao proximos de zero quanto quisermos, bastando para isso
considerar n suficientemente grande. Isto nos motiva a dar a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.6 Considere a sequéncia (a,) e seja a um nimero real. Definimos:

(4) n11_>nolo a, = a se

Ve>0,3npeNn>ny = |a,—a|<e

Neste caso, dizemos que existe o limite de a,, e que lim a, = a.
n—oo

(#) lim a, = 400 se

n—oo

Ve>0,dng e N;n>ng = a, >c¢c.

(77) lim a, = —o0 se
n—oo

Ve>0,dng e Njn>ny = a, < —¢.

Observe que a definicao de limite de uma sequéncia é muito parecida com a defini¢ao
de limite de funcoes reais, com z tendendo a infinito, vista no Célculo I.

Teorema 3.7 Seja f:[1,00) — R wma fungdo real que estd definida para todo inteiro
positivo x > 1. Se lim f(z) = L, entdo a sequéncia a,, = f(n), n > 1, € convergente e
T—00

g, ) =1

Demonstragao: Como lim f(x) = L, entdo, para cada nimero positivo ¢, existe um
r—>+00

nimero real 6 > 0 tal que |f(xz) — L| < ¢, para todo z > . Seja ng um numero inteiro
maior que §. Entao:

Vn>ng, = |a,—L|=|f(n)—L|<e= lim f(n)=1L
n—+o00

2 1
Exemplo 3.8 Sejam (a,) e (b,) sequéncias definidas por a, = L b, = =1
6n + 1 n

1. Calcule o limite destas sequéncias:

Solugao:
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2
1. lim o
n—oo 6N -+ 1
Seja f(z) = 5 f_ ] ¢ definida para todo real z > 1 e coincide com a sequéncia dada
x
2 1
nos inteiros positivos. Note que lim Y _ . O Teorema 3.7 nos garante que
z—o0 b6 +1 3

2n 1

im = —.
n—oo 61 + 1 3

Observe que neste exemplo podemos usar a regra de L’Hopital, pois o limite dado
00

¢ uma forma indeterminada do tipo —.
00

Inn
2. lim —.
n—oo N
R Inx | . . N
A fungao g(z) = — ¢é definida para todo real > 1 e coincide com a sequéncia
x
Inn
dada nos inteiros positivos. Portanto, pelo Teorema 3.7, segue que lim —— sera
n—oo N

Inx
igual a lim — se esse tltimo existir. Usando a regra de L’Hopital, temos:

T—00 I
1 1
limﬂ: im £ =—-=0.
z—00 I z—o00 | 1
1
Concluimos entao que: lim ann_ 0.
n—oo N
O
Exercicio 3.9 Mostre que:
n
O —1 y . L,
i) N i) ninloo <1—|—(—§) )—1

Definicao 3.10 Dizemos que uma sequéncia (a,) é convergente se existe o limite de
a, com n tendendo a infinito. Caso contrdrio, dizemos que ela € divergente.

O Teorema 3.7 nos assegura que as propriedades de limite de fungoes também sao
validas para limite de sequéncias.

Teorema 3.11 Sejam (a,)n>1 € (bp)n>1 duas sequéncias. Se lim a, = L e lim b, = M,
- - n—o0 n—oo

entao:

(i) lim (c-a,)=c-L;

n—o0

(i) lim (a, +0b,) =L+ M;

n—o0
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(éi) lim (ap -b,) =L-M;

n—oo
. a, L .
(i) lim — = — desde que lim b, #0 e b, # 0, VYn > 1.
n—oo by, M n—00
Demonstracao:

(i) Seja e > 0. Como (a,) é uma sequéncia convergente, existe ny € N tal que quando
n > ng tem-se |a, — L| < €/(|c| + 1). Assim, para o mesmo nyg, temos:

lc-a, —c-L|=c|-|a, — L] <e.

(ii) Dado e > 0, devido a convergéncia das sequéncias (a,) e (b,) existem ny,ny € N
tais que, se n > nq, entdo |a, — L| < €/2 e, se n > ny, entdo |b, — M| < €¢/2. Seja
no = max{ny,ny}. Logo, se n > ny teremos:

(@n + bn) — (L + M)| < |an — L| + |by — M| < e.

(iii) Seja € > 0. Temos
|y -bp,—L-M| = |ay-b,—an,- M~+an,-M—L-M| < |a,|-|b,—M|+|M]|-|a,— L|. Como
(a,) converge, existe n; € N tal que |a, — L| < 1, para n > ny. Logo, |a,| < |L|+1
e, da convergéncia das sequéncias (a,) e (b,), existem nq, ng € N tais que:
|an — L| < €/2(|L] + 1),
sen>ne
[bn — M| < €/2(|M] + 1),
quando n > ne.

Tome ng = max{ny, ny,n3}. Se n > ny, entao:

lap, - b, — L - M| <e.

(iv) Seja € > 0.
ap L ap - M — b, - L lan||b, — M| |a, — L]

Da convergeéncia de (ay,), existem ny, ny € N tal que |a,,—L| < 1, ouseja, |a,| < |L|+

, . € N
1, paran > n, e, além disso, |a, — L| < T; M > 0, paran > ny. Da convergéncia

1 1
de (b,) existem n3,ng € N tais que |b, — M| < 1, ou seja, ™ < =1 quando
(M? — M)e
n >ng e, se n > ny temos |b, — M| < ———.
Seja ng = max{n;}, para i =1,2,3,4. Assim, se n > ngy teremos:
an, L -
b, M| €
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n 1
i ( ) i) ((_1)n+1_>
n
) —1)t .
st i) (8 =20,y
Teorema 3.13 (Teorema do Confronto para Sequéncias)
Sejam as sequéncias (ay), (b,) e (¢,) , tais que a, < ¢, < b,,¥V n>1. Se:
lim a, = lim b, = L,
n—oo n—oo
entao:
lim ¢, = L.
n—oo
Demonstragao: Como lim a, = lim b, = L, dado € > 0 existem numeros naturais
n—oo n—oo
ni e N9 tais que :
(a) Vn>ng tem—se: |a,—L| <e
e
(b) Vn>nytem—se: |b,—L|<e

Seja ng um nimero natural tal que ng = max{ny,ny}. Como a, < ¢, < b,, segue

que:
L—e<a,<c¢,<b,<L+e,
ou seja, ¥n > ng, temos que: |c, — L| < €, logo lim ¢, = L 0O
n—oo

n!
Exemplo 3.14 Mostre que a sequéncia (a,) tal que a,, = — , n > 1, converge e encontre
nn

seu limate.

Solucao: Nesta sequéncia temos:

(n+1)!  nl(n+1) n! 1

.an+1:(n+1)n+1_(n+1)”(”+1):n”<1+l>n RW




CArcuro ll

29 Capitulo 3. Sequéncias

1 1
Observe que: 0 < a, < —. Por outro lado, cada uma das sequéncias (0),en € (—)
n

neN
tem limite zero quando n tende a infinito. Portanto, pelo Teorema do Confronto para
L .. (n! ,
Sequéncia, a sequencia (—n) também converge para zero. 0O
n
neN

Proposicao 3.15 (Critério da Comparagao para Sequéncias Divergentes) Sejam (ay,) e

(bn) duas sequéncias. Se lim a, = oco e se b, > a,, a partir de um certo ngy, entao
n—oo

lim b, = oo.
n—oo

Demonstracao: Por definicao, lim a, = oo se, e somente se, dado ¢ > 0, existe um
n—oo

natural n; tal que se n > nq, temos a,, > e¢. Tome ng > n;. Como b, > a,, para todo
n > ngy teremos
b, > a, > e,

ou seja, lim b, = oo. 0
n—oo

Definicao 3.16 Dizemos que uma sequéncia (a,) é:
(a) crescente se a, < a,1, para todo n € N,

(b) decrescente se a,, > a1, para todo n € N.

Observacao 3.17

(i) Sequéncias crescentes (ou decrescentes) sdo chamadas sequéncias mondétonas.

(ii) No caso de a,, < a,41 (ou a, > a,.1) dizemos que a sequéncia (a,) é estritamente
crescente (ou estritamente decrescente).

Exemplo 3.18 i) A sequéncia (a,) tal que a, = n € estritamente crescente, pois:
Ap =N < Qpi1 =n+1,¥Vn>1.

n

ii) A sequéncia (a,) tal que a, = — ¢ estritamente decrescente, pois:
n!

e a,>0, Vn>1.

ontl 2" .2
® (1, 1 = = , OU S€Ja Qpi1 = Qp *
n! nl(n+1)

2 n 2
) Ant1

= <
n+1 ay, n+1—

1,V n>1.Logo any1 < a,,V n > 2. Observe que a; = ag = 1.
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[ 2
iii) A sequéncia (a,) tal que a, = % ¢ mondtona.
[ 2
De fato,considere a funcao f tal que f(x) = %, x €real e x > 1. Temos
x
11 2
que f'(x) = % < 0 e como a derivada € negativa ¥ x > 1, temos que a
x

funcao € decrescente, ou seja, a sequéncia € monotona.
Definicao 3.19 Uma sequéncia (a,)n>1 € dita:

(a) limitada superiormente se existe uma constante real M tal que a, < M, para
todo n € N,

(b) limitada inferiormente se ezxiste uma constante real N tal que a,, > N, para todo
n €N,

(¢) limitada quando ela for limitada superiormente e inferiormente.

1
Exemplo 3.20 i) A sequéncia (a,) tal que a, = — € estritamente decrescente, pois:
n
1 1
(pi1 = <a, = —Vn>1 Comoa =1 > a, VYn > 2 e também
n+1 n

a, =— >0, Yn>1, logo: 0 < a, < 1,ou seja, a sequéncia é mondtona e limitada.

S|

i) A sequéncia (ay) tal que a, = n € estritamente crescente. Observe que a, € limitada
inferiormente por 1, mas nao € limitada superiormente.

Axioma 3.21 (Azxioma do completamento)
Todo subconjunto nao vazio e limitado de niumeros reais possui supremo e infimo.

Teorema 3.22 (Teorema da convergéncia mondtona.)
Toda sequéncia monotona limitada € convergente.

Demonstracao: Seja (ay), .y uma sequéncia mondtona. Sem perda de generalidade,
suponha que ela seja crescente. Como (ay,), .y ¢ limitada, pela observagao acima, temos
que é limitada superiormente, ou seja, existe um numero real M tal que

a, < M,

para todo n € N. O ntiimero M é a menor das cotas superiores.

Assim, dado ¢ > 0, existirda um indice N que, a partir do qual a, > M —e. Como
(@n),en € crescente, sabemos que a,, < G,41, para todo natural n. Entao, se n > N, segue
que

M—-—ec<ay <a, <M< M+e.

Daqui, concluimos que, dado € > 0, existe N € N tal que, se n > N, entéo | a, — M |<

Portanto, lim a,, = M e a sequéncia é convergente. 0

n—oo
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, n! L
Exemplo 3.23 Seja (a,) uma sequéncia tal que a, = —. Mostre que esta sequéncia ¢
n

convergente.
Solucao:
e observe que a, >0, Vn >1

Uit (n + 1)n"n! n" ( n )"
[ ) e g

a,  (n+1)(n+1)n! a (n+ 1)» “\n+l

1 <1l= apy1 <
1+ -

n
an, ¥ n >1,= (a,) é estritamente decrescente. Logo a; =1 >a, ¥V n>2 ou
seja, 1 é uma cota superior para a,,.

e Comoa, >0, Vn>1e, assim, 0<a, <1, Vn>1.

e Dai, a sequéncia (a,) é monétona e limitada, e portanto, pelo Teorema da Con-
vergencia Mondtona, ela é convergente.

Teorema 3.24 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao:

Como a sequéncia (ay), oy ¢ convergente, dado € = 1, existe um natural ng tal que se
n > ng, entdo |a, —al < 1, ou seja, |a,| < |a| + 1.

Seja K = max{|agl, |a1], -, |an, ,|,1 + |a|}. Entao |a,| < K, para todo natural n e
a sequéncia é limitada. 0O

Observacao 3.25

No Teorema da Convergéncia Monétona, as duas hipdteses (ser limitada e mondtona)
sao indispensaveis. Se consideramos apenas sequéncias limitadas, elas podem convergir
ou nao. Como exemplo, a sequéncia ((—1)"), limitada inferiormente por —1 e superi-
ormente por 1, mas que nao converge. Justificaremos sua divergéncia ao tratarmos de
subsequéncias na proxima secao.

n

Exemplo 3.26 Estude a convergéncia da sequéncia (ay),>1 dada por a, = —-
= n!

Solucgao: Observe que:
e a,>0,Vn>1
VAR 2" -2 2" 2 2 _ Qo 2 _
[ ] a’n —= = _ . = an - - —
T+ ) nl-(n+1) nl (n+1) n+1 an n+1

1,V n > 2, ou seja, (a,) é decrescente.
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Logo, 0 < a, < 2, e assim a sequéncia é mondtona e limitada. Portanto, pelo teorema
da Convergéncia Monétona entao (a,) converge. O

1-3-5-7---(2n—1)
2-4-6---2n

a) Ezxprima a,y1 em funcao de a,;

Exercicio 3.27 Seja a, = . Resolva os itens abaizo:

b) Mostre que (a,) € estritamente decrescente.

¢) Mostre que (a,) é convergente.

Teorema 3.28 Se lim a, =0 e (b,)n>1 € uma sequéncia limitada, entao lim a, -b, =0
n—oo - n—o0

(mesmo que nao exista lim b,,).
n—oo

Demonstragao: Existe ¢ > 0 tal que |b,| < ¢ para todo n € N. Dado ¢ > 0, como

. €
lim a, = 0, podemos encontrar nyg € N tal que Vn > ny = |a,| < -. Logo, ¥n > ng =
n— oo C

lan - by| = |an| - |bn] < E - ¢ = €. Isto mostra que z,, - b, = 0 0

sen(n)

Exemplo 3.29 Mostre que lim =0.

n—00 n
Solugao: Note que:

e A fungao sen(nz) ¢ limitada, pois [sen(nz)| <1, Vz € R.

o lim — =0.
n—oo 1
’ . ]_
Dali, pelo teorema 3.28 temos que lim l— . sen(nm)] =0 0
n—oo | N

3.1.2 Subsequéncias

Dada uma sequéncia (a,,) tal que a,, = n podemos obter a partir dela outras sequéncias.
Como motivagao para este estudo, vamos construir a partir da sequéncia (a,,) as seguintes

sequéncias:
e 1,3,5,--- 2n—1,--- formado pelos termos de indices impares de a,,.
e 2.46,---,2n,--- formado pelos termos de indices pares de a,,.
e 3.4,5,--- ., n+2,--- .obtida acrescentando-se duas unidades a cada termo da sequéncia
inicial.

As sequéncias obtidas da inicial, retirando um ntmero finito ou infinito de termos e
renumerando-os, sao chamadas de subsequéncias. Formalmente, temos a seguinte:
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Definicao 3.30 Seja (a,) uma sequéncia. Dizemos que (b,) € uma subsequéncia de
(an) se existirem numeros naturais ty,ta, -+ ,ty, -+ tais que

) <ty < o0 <ty <---
eb,=ay,.

Proposicao 3.31 Sejam (ay), oy wma sequéncia e (by), o uma subsequéncia de (a,). Se
lim a, = L, entao lim b, = L.
n—o0 n—,oo

Demonstracao: Como (b,) é uma subsequéncia de (a,) podemos escrever

bnzat

n

onde
b1 <ty <---<t,<--- (& natural).

Sendo lim a, = L, dado € > 0, existe um natural ngy tal que se n > ng temos que
n—oo

la, — L| < e. Mas, para todo natural n existe ¢, pertencente N tal que ¢, > n. Dal,
V t, > n > ng teremos |a;, — L| < €, ou seja,

lim a;, = L
n—oo

Observacao 3.32 Da Proposi¢ao 3.31 podemos concluir que:

Se duas subsequéncias de uma sequéncia convergem para valores distintos, entao a
sequéncia € divergente.

Exemplo 3.33 A sequéncia (a,) = ((—1)" + 1) € divergente.
De fato, se tomarmos as subsequéncias:

(a2,) =42,2,2,---} dos indices pares

(azn—1) = {0,0,0,---} dos indices impares

percebemos que elas convergem para valores diferentes. Portanto, pela Proposi¢ao 3.31,
a sequéncia {(—1)" + n} € divergente, pois tem pelo menos duas subsequéncias, (as,) €
(as, 1), que convergem para valores distintos.

Em outras palavras, a proposi¢io nos diz que se uma sequéncia (a,) converge para L,
entao todas as suas subsequéncias também irao convergir para L.

Exemplo 3.34 Considere a sequéncia (a,) = {1,2,%,2,%,2,%,2,...}. Note que
(bn) = {2,2,2,2,2,..} e (ca) = {1,5,%. 5, ...} sao ambas subsequéncias de (a,). Ob-

serve que (b,) € uma sequéncia constante, que obviamente converge para 2, ao passo que
(cn) converge para zero. Assim, a sequéncia (a,) € divergente.
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Observacao 3.35 Da Proposi¢ao 3.31 também podemos concluir que:

Se a sequéncia (a,) tem pelo menos uma subsequéncia divergente, entao (a,) também é
divergente .

Exemplo 3.36 Considere a sequéncia (a,) = {1,5,2,5,3,5,4,5,5,5,6,5,...} e sejam
(b,) = {1,2,3,4,5,6,...} e (¢,) = {5,5,5,5,5,...} duas subsequéncias de (a,). Observe
que (c,) converge para 5, mas (b,) é divergente, pois nao € limitada. Dai (a,) € divergente.

Observagao 3.37 Uma outra consequéncia importante da proposigao3.31 é que:

Seja (an,) uma sequéncia e sejam (by,) € (be,+1) as subsequéncias de (a,) de indices par

e impar, respectivamente. Se lim ay, = L = lim ay, ,,, entdo lim a, = L.
n—,oo n—oo n—oo

Exemplo 3.38 Considere a sequéncia (a,) = {1, —%, %, —}1, %, ..} Note que
agni1 = {1,45,%, ...} eag, = {—1,—1,—%, ...} sdo duas subsequéncias de (a,) de indices

impar e par, respectivamente, e que ambas convergem para zero. Entao, a sequéncia (ay,)
também converge para zero.

3.2 Uma sequéncia especial: A Sequéncia de Fibo-
nacci

Leonardo Pisa, também conhecido como Leonardo Pisano ou ainda Leonardo Bigollo,
foi um matematico italiano, tido como o primeiro grande matematico da Idade Média.
Ele ficou conhecido pelo seu pseudonimo Fibonacci.

Fibonacci escreveu varios livros, mas o que o consagrou na Matematica e areas afins
foi o livro Liber Abaci, no qual aparece o famoso problema dos coelhos, cujo enunciado é :

“Quantos casais de coelhos podem ser produzidos a partir de um tnico casal durante
um ano se: cada casal, a cada més der origem a um novo casal que este se torna fértil a
partir do segundo meés e nao ocorrerem mortes?”

Nas condicoes propostas, constata-se que um casal nasce no primeiro meés, totalizando
assim 2 casais. Durante o segundo meés, o primeiro casal produz um novo casal. Um meés
depois, o casal original e o que nasceu imediatamente apds o seu acasalamento produzem
novos casais, totalizando 3 casais adultos e 2 casais filhotes, de modo que obteremos a
seguinte sequéencia de casais

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, .....

Esta sequéncia, obtida a partir o problema dos coelhos proposta por Fibonacci ficou
conhecida por Sequéncia de Fibonacci.




c-ad Carcuro I

35 Capitulo 3. Sequeéencias

A sequéncia de Fibonacci tem intumeras aplicagoes tanto na Matematica quanto em
outras areas do conhecimento. Por exemplo, ela é usada na analise de mercados financei-
ros, na ciéncia da computacao e na teoria dos jogos. Na Biologia ela aparece na disposi¢ao
dos galhos das arvores ou das folhas em uma haste, no arranjo do cone da alcachofra, do
abacaxi, ou no desenrolar da samambaia.

Analisando a sequéncia dos coelhos podemos nos perguntar:

(i) Existe uma férmula para descrever os termos da sequéncia de Fibonacci?

(ii) E possivel encontrar uma férmula simples para a soma dos n primeiros termos da
sequencia de Fibonacci?

Se observamos atentamente a sequéncia, percebemos que, a partir do terceiro termo,
todos os demais sao obtidos pela soma dos dois termos antecedentes. Deste modo, pode-
mos definir a Sequéncia de Fibonacci recursivamente, por:

0, sen =20
a, = 1, sen=1
Ap—1+ Qp_o, sen > 2.

A sequencia de Fibonacci é a primeira sequéncia recursiva conhecida na literatura
matematica. (Uma sequéncia é chamada recursiva quando um termo qualquer dessa
sequéncia é uma fun¢ado de um ou mais termos precedentes na sequéncia ). Para calcu-
larmos a soma dos n primeiros termos desta sequéncia, uma formula é:

a1+a2+a3+...+an:an+2—1.

Podemos ainda encontrar a sequéncia de Fibonacci em cdlculos de M.D.C, no Triangulo
de Pascal, nos coeficientes do Binomio de Newton e em resultados como o Teorema de
Lucas e a Formula de Binet. No entanto, dentre tantas aplicacoes o que vamos fazer é
mostrar que é possivel extrair da sequéncia de Fibonacci uma subsequéncia que converge
para o nimero de ouro.

Considere a sequéncia (r,) obtida pela razao entre os termos consecutivos da sequéncia

de Fibonacci, ou seja,
b _ 12385
n - a, - 1: 17 27 37 :

Dentre as caracteristicas desta sequéncia, destacamos que a sequéncia dos intervalos
fechados: [ry, ], [r3,74], [15,76], [17, 78], -... € encaixante, isto é, cada um esta inteiramente
contido no anterior: [ry,rs] 2 [r3,74] 2 [r5,76] 2 [r7,78] 2 .... Além disso, o limite do
comprimento de cada um desses intervalos tende a zero quando n tende ao infinito.

Nos Cursos de Introducao a Andlise Real, estuda-se “O Principio dos Intervalos
Encaixantes” que nos assegura: “Se Iy, I, I3, ... € uma sequéncia de intervalos fechados e
limitados tais que Iy O Iy O ---1, D -+, e se o comprimento de cada I,,,n > 1, tende a
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zero quando n tende a infinito, entao existe um, e somente um numero real que pertence
a todos os intervalos da sequéncia, ou seja, existe o limite”. Vamos mostrar que o limite
desta sequéncia é o ntumero de ouro.

Considere a sequéncia de Fibonacci dada pela formula recursiva
Qpt2 = Qpy1 + Q.

Dividindo ambos os membros desta igualdade por (a,1) obtemos:

1
Tn+1 = 1+—

n

Se r, — L quando n — 400, entao, lim 7,41 = L pois (r,4+1) ¢ uma subsequéncia de
n—o0o
(rn). Assim,

1
L=1+Z & L[*—L-1=0.

Resolvendo a equacao do segundo grau, encontramos

1++/5 1-v5
e LQZ .

L. —
! 9 2

Mas a sequéncia (r,,) é de termos positivos, logo nao pode convergir para Lo < 0. Portanto:

1
lim r, =L, = V5

n—o0 2

Y

que é chamado niimero de ouro ou razao aurea.

O ntimero de ouro é encontrado, por exemplo, nas proporcoes de certas medidas do
corpo humano.

Exercicios 3.39 1. Verifique se as sequéncias abaixo sao divergentes ou convergentes,
caso sejam convergentes, para onde convergem? Lembrando que N = {1,2,3,---}

n? n®—3n2+4
(G,) 2 (g) 3 _m2 _
2n? +1 neN n n 8n + 12 neN

(b) (2 + cos(nm)), o " <(_1)n n? )

“ ((1 + %)n)neN (i) (ﬁ)neNl -

(d) (V2n+3—+v2n-3) _
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o (- (m) (0= VP =),
n—+1 n neN
.. /cosmny
2. Mostre que a sequéncia ( ) ¢ convergente, sendo n > 1.
A + (=" |,
3. Use o Teorema do Confronto para mostrar que a sequéncia | ————— | € conver-
n
gente.
4. Resolva os limites abaizo:
(a) lim sen(1/x) (c) mli)l{l_ In(z) - In(1 — x)
z—oo arctg(l/x)
log(1 + €*)
b) lim ——= ; 2\ [rd,2
R N (4) Jim * = Vals? +1
5. Determine o valor de c tal que
r+c\”
lim < i ) =4.
z—o0o \ T — C
6. Dé um contraezemplo para justificar que a proposicao € falsa:
a) Toda sequéncia limitada € convergente;
b) Toda sequéncia divergente € nao limitada;
c) Toda sequéncia alternada é divergente;
d) Se uma sequéncia (a,) diverge, entio a sequéncia (|a,|) também diverge.
7. A proposicao a sequir é verdadeira ou falsa: se uma sequéncia converge para um
limite L, entao toda subsequéncia sua também converge para L.
8. Construa uma sequéncia que tenha uma subsequéncia convergindo para —4 e outra
convergindo para 10.
9. Dé um exemplo de uma sequéncia que seja limitada e convergente, porém que nao
seja monotona.
10. Dada a sequéncia (ay), onde a, > 0 para todo n e apy1 < ka, com 0 < k < 1.
Prove que (a,) € convergente.
11. Prove que se a sequéncia (a,) for convergente e lim a, = L, entdo a sequéncia a?

n
n—oo

também serd convergente e lim a? = L?
n—oo




Capitulo 4

Séries Infinitas

Neste capitulo estudaremos as somas de um nimero infinito de termos. Para enten-
dermos como ¢ feita esta soma considere a sequéncia (ay),, .. Vamos construir uma nova
sequéncia formada por somas parciais da seguinte maneira:

S1 = a1

So = a1+ ag =381+ a

S3 = ai+as+as=Sy+as

Sp, = ap+tax+--F a1+ a, =5,-1+ay

A sequéncia (s,), .y obtida de (ay),.y ¢ chamada de série infinita associada a
sequéncia (a,), .y © ¢ representada por

ap+ag+ -+ a, + -
ou, simplesmente por
—+oc0o
E Qpe.
k=1
Os numeros a; sao os termos da série e os nimeros Si, So, - -+ SA0 as somas parciais
k 1,52,

da série infinita de ordem 1,2, ---. Assim, por exemplo, Soy representa a soma parcial de
ordem 20 da série.

+o0o
Definicao 4.1 Se existe lim s, = s, dizemos que a série infinita >, ay € convergente
n—-+o0o k—1

e tem soma s. Caso contrario, dizemos que a série é divergente.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.2 FEstude a convergéncia das séries abairo, no caso de ser convergente, cal-
cule sua soma:

39
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1 1 1 1
2. — =t —+ =+ ...
Z41712—1 3+15+35+

Solucao:

1. Observe que a soma parcial de ordem n desta série é dada por:

1
5n=1+2+---+n:@ e como
lim s, = 400, entao a série diverge.
n—-+0o
2. Note que
1
S1 = 5
1+1 2
S9 = —+—=—
? 3715 5
B 2Jr I 3
% T 5737
3+1 4
S fr— j— —_ = =
! 76 9

Em geral nao é simples obter uma férmula de recorréncia para soma parcial de
ordem n de uma série.

Neste exemplo, usaremos fracoes parciais para decompor a,, na forma:

1 B a n b
dn2 -1 2n—1 2n+1

Ay —

Calculando as constantes a e b, obtém-se:

E, assim:

o0 () )]
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n—+00 n—+oo \ 2n + 1 2

1
sua soma € 5

n 1
Logo, lim s, = lim < > = —. E portanto, a série dada é convergente e

4.1 Série Geométrica

Dentre as séries infinitas importantes destaca-se a Série Geométrica, caracterizada
pelo fato de que cada termo dela é obtido multiplicando-se o termo precedente por al-
guma constante fixa nao nula. Assim, se o termo inicial da série é a e cada termo é obtido
multiplicando-se o termo precedente por r, que é chamado de razao da série, entao a série
tem a forma:

+o0
Zark—1:a+ar+ar2+ar3+---
k=1

Sao exemplos de séries geométricas,

e 14141414 414

I 1n_1+
. —_— —_— .« .. —_— DY
24 2

X 1+1 N 1\ !
. —_— —_— — e e . —_——
309 3

o ltau+a?+ad+- k4.

Pode ocorrer que o termo geral de uma série geométrica nao esteja representado exa-

+o00

tamente na forma > ar®*~!. Neste caso, o leitor deve fazer as manipulacoes necessarias a
k=1

fim de escrever a série na forma conveniente, como no exemplo a seguir.

+o00
Exemplo 4.3 A série, Y. 3**5'"% ¢ uma série geométrica, pois:
k=1

9k 9 k—1
_ 2kpl-k __ _
Ay = 375 — % =9 (g) )

: : : . 9
que caracteriza uma série geometmca de razao r = 5 ea=29.
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Teorema 4.4 Uma série geométrica
+oo
E ar* ' =a+ar+ar*+ar®+ -
k=1
converge se |r| < 1 e diverge se |r| > 1. Se a série convergir, entao a soma da série é:
+o00 a
Z art~! = .
1—r
k=1
Demonstragao: Trataremos primeiro do caso |r| = 1.
Se r =1, entao a série é:
atat+ata+---
Logo, a n-ésima soma parcial é: s, = (n+ 1)a e lim s, = lim (n+ 1)a = +oo
n—-+o0o n—-+0oo
(conforme a seja positivo ou negativo). Isso prova a divergéncia.
Se r = —1, a série é:
a—a+a—a+---
Logo, a sequéncia das somas parciais é: a,0,a,0,--- e a série diverge, pois nao existe
lim s,
n—oo
Agora consideremos o caso onde |r| # 1. A n-ésima soma parcial da série é
Sp=a-+ar+ar®+-- +ar" (4.1)
Multiplicando ambos os lados de 4.1 por r, obtém-se
rs, =ar+ar’ + -+ ar" + ar"t! (4.2)
subtraindo 4.2 de 4.1, obtém-se:
Sy, — 18, =a—ar™™t ou (1—=r)s, =a— ar™ .
Como r # 1 entao, podemos escrever s, na forma:
a — ar™tt a ar™tt

1—r l—r 1—7
o Se |r| <1, limr™ = 0.Assim, (s,) converge. A partir de 4.3, obtemos:
n—oo

a

lim s, = .
n—+o0 1—r

|"*! = +00, portanto série diverge.

e Se |r| > 1, entao lim |r
n——+o0o
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Exemplo 4.5 Uma bola cai de uma altura de 30m. Cada vez que ela bate no chao ela
sobe werticalmente, percorrendo uma distancia igual a 3 da altura precedente. Ache a

distancia total (na vertical) que a bola percorrerd até o repouso.

Solugao:

A distancia total que a bola percorrerd é obtida pela soma das distancias, na vertical,
de cada vez que a bola ricocheteia o chao, lembrando que para cada vez que a bola sobe,
ela desce a mesma altura até bater no chao, para ricochetear novamente. Entao a distancia
total é dada pela soma infinita:

2 2 2 (2 2 (2 2(2 (2
D, = z z 21z 21z 22z
! 30-1-330-|—330—i-3 (330> -|-3 (330> -|—3 (3 <330>) +

2 2\ 2 2\?
= 304+2(=130+2(=) 30+2(=1) 304+ ---
" (3) - (3) " (3) -

Observe que a série da tultima igualdade é uma série geométrica com razao r tal que

2 .
7| = 3 < 1. Pelo teorema 4.4 esta série converge e sua soma ¢:

60
S = lim s, = — = 180.
n—00 1— 2

3
Portanto, a distancia vertical total que a bola percorrera é

30m + 180m = 210m.

O
Uma aplicacao interessante da série geométrica ocorre na determinacao da geratriz de
uma dizima periédica.

Exemplo 4.6 Ezpressar a dizima periodica 5,232323 ... como razao de dois inteiros.

Solugao: Observe que uma dizima periddica pode ser escrita como uma série geométrica
infinita e, a partir do conhecimento desta série, podemos obter sua soma que ira repre-
sentar a geratriz da dizima. A dizima 5,232323... pode ser escrita como:

23 23 23
5,232323... = 5
’ i 100 * 1002 i 1003 i

sn=1/(1-0,01)

7 N

—5+23 1+1+ L 2+
- 100 100 100

23 1 23 518
SR NI

100 \ 0,99

. 9518, .
Assim, 90 ¢é a geratriz procurada. 0
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4.2 Critério do Termo Geral

Para uma série qualquer nem sempre ¢ facil (ou mesmo possivel) obter uma férmula
para a soma parcial s, de uma série em funcao de n. Por este motivo vamos enunciar
alguns teoremas que vao nos permitir determinar se uma série é convergente ou divergente.
O primeiro desses teoremas é chamado de Critério do Termo Geral.

“+o0
Teorema 4.7 Se > a, € uma série infinita convergente, entio lim a, = 0.
n—1 n—-+00
—+o00
Demonstragao: Por hipdtese, a série > a, é convergente. Entdao lim s, = lim s, ; =
n—1 n—-+00 n—-+00

s. Além disso, sabemos que
Sp = Sp—1+ Ay = Ap, = Sy, — Sp—1-
Aplicando o limite, segue que:

lim a, = lim (s, —s,-1) =s—s=0.
n—-+oo n—-+oo

O

Observacao 4.8 O teorema 4.12 € conhecido como critério do termo geral. A
+oo 1
reciproca do teorema nao é vdlida. Um contraexemplo para esta afirmacao é a série Y —
. . . . . n:1 n

chamada de série harmonica. Veremos posteriormente que esta série diverge, embora:

lim a,= lim —=0
n—-+oo n—+oo N

Podemos e, na maioria das vezes, ¢ o que fazemos, utilizar o teorema 4.12 na sua

versao contrapositiva para identificar séries divergentes, ou seja, se lim a, # 0, ou se
n—r-+0oo

3 lim a,, entdo a série é divergente.
n—-+0oo

Exemplo 4.9 Verifique se as séries

+00 +00
D ID DEE
n=1 n=0

sao séries convergentes.

~ o . .oon+1
Solugao: No primeiro caso, basta verificarmos que lim

=1+ 0, portanto a série
n—-+oo n

diverge.
No segundo caso podemos considerar a sequéncia

{(-1D)"+1}={1,0,1,0,1,0,---}

e observar que ela tem duas subsequéncias convergindo para valores diferentes, ou seja,

nao existe lim a,.
n—-4oo

Dai, (a,) diverge e, consequentemente, a série diverge, pelo critério do termo geral na
sua versao contrapositiva. 0
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4.3 Séries Telescopicas

Definicao 4.10 Definimos uma soma telescopica de ordem n com uma soma da Se-
gquinte forma:

(ag —a1) + (a3 — ag) + (ag — az) + ... + (an — ap_1).
Reescrevendo a soma, temos:
(ay —ay) + (a3 — ag) + (ag —az) + ... + (ap — apn_1) = a, — aq.

Naturalmente qualquer sequéncia de termos b,, pode ser escrita como uma soma te-
lescopica.

bn:bl—l—(bQ—b1)+(b3—b2)+...—I—(bn—bn_l).

Uma série cuja a sequéncia das somas parciais tem o comportamento de uma soma
telescopica é chamada de série telescépica.

+00 1
Exemplo 4.11 Mostre que _ =1.
P 1 ,;0 n(n+1)

Solucgao: Note que, neste caso, nao é simples encontrar uma formula de recorréncia para

a soma parcial de ordem n da série. Um procedimento que permite obter de forma simples

uma expressao para s, € decompor o termo geral da série usando fracoes parciais.
Usando tal procedimento, podemos escrever:

1
—:g+—,obtendo-seazleb=—1.
nn+1) n n+1

, 1 1 1
Dai temos: —— = | — — )

n(n+1) n n+1

Desta forma:

catagtastota, = (1 Sy (P Yoy Yy
n = a2y n = 2 23 31 n—1 n

R R NI
n n+1) n+1

+oo 1
Como lim S, =1, a série infinita converge e sua soma é 1, ou seja, »  —— = 1.
n—-+00 ain(n+1)

4.4 Outros Teoremas sobre Convergéncia de Séries

Para uma andlise mais abrangente sobre convergéncia e divergéncia de uma série
nesta secao vamos apresentar outros importantes teoremas.

+o00 +o00
Teorema 4.12 Sejam > a, e > b, duas séries que diferem por uma quantidade finita
n=1 n=1

de termos. Entao, ou ambas convergem ou ambas divergem.
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Demonstragao: Considere as séries
E an:a1+a2—|—---—|—an+bl+bg+---
e
+o0o
E by =0 +by+---+0b,+ -,
n=1
+o0 “+o00o
onde a série Y a, difere da série > b, pelos n primeiros termos.
—+o00
Suponha que Y a, seja convergente e seja s sua soma. Entao para qualquer € > 0
n=1
+0o0o
existe ng tal que se n > ng temos |s, — s| < e. Ora, mas isso significa que a série Y b,
n=1
também converge e que sua soma vale s.
Com um argumento analogo mostra-se a divergéncia. O

Observacao 4.13 Uma consequéncia deste teorema € que o indice n pode comecar em
qualquer k finito, k > 1.

+o0 1
Exemplo 4.14 Determine se a série 10 converge ou diverge.
n=1 1
Solucgao: Observe que:
f T+ O
—~n+ 10 12 n+ 10
+oo 1 +oo 1
esta série difere da série > — pelos seus dez primeiros termos. Como »_ — diverge, pois
n=1"T n=1"N
+o0o
se trata da série harmonica, entao pelo teorema 4.12, a série y 10 diverge. 0
n=1T

+00 +o00 +o00 +o00
Teorema 4.15 Se > a, e Y b, sdo séries convergentes tal que > a, =S e > b, = R,
n=1 n=1 n=1 n=1
entao

() S (an+by) = S+ R;

n=1

—+o00

(1) > (an—by) =S —R;

n=1

—+o00

(i9) > (c-(an)) =c-S,ceR.

n=1
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+o0 +00

Demonstragao: Por hipdtese, as séries > a, e Y. b, convergem. Assim, dado € > 0,
n=1 n=1

existem ny,ny € N tais que se n > ny e n > ny, tem-se

€ €
la, — S| <5 e |b, — R <3
Considere ny = max {ny,ny}. Dali,
l(an +b,) — (S+ R)| <l|a,— S|+ b, — R| <€

e isso prova os itens (7) e (ii).

—+o00
Da convergéncia da série > a, podemos afirmar que existe ng € N tal que se n > ng
n=1
€
temos |a,, — S| < . Logo,

le] +1

lc-a, —c-S|=|c||a, =S| < (Je| +1) - |a, =S| <e.

o (5 2\"! 21
Exemplo 4.16 Mostre que a série ST + (5) converge para Ch
n=1

n=1 n=1

+o0 5 +o0 1
Solugao: Observe que a série ) <3n_1) pode ser escrita como 5 - ) (3n_1). Ela é

uma série geométrica de razao 3 multiplicada pela constante 5. Como |r| = 3 < 1, logo

a série converge para:

5 3 15
2 2
o0 n—1
De modo andlogo, a série » | <—> também ¢é uma série geométrica, na qual a razao
n=1

Ir| = 3 < 1 converge para 3. Pelo teorema 4.15, a série dada converge para:

15 21
R W
2 + 2
O
400 +00 +oo too
Teorema 4.17 Se a série Y a, converge e »_ b, diverge, entao: Y (a,+b,) e > c-(b,)
n=1 n=1 n=1 n=1

sao divergentes, a menos que c seja 0.
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+00
Demonstragao: (a) Como »_ a, converge seja R sua soma. Suponha por contradigao,
=1
—+o00 " —+00
que a série > (a, + b,) converge para S, ou seja, »_ (a, +b,) = S. Assim,
n=1 n=1
+oo +00
> b= l(an+by) —an] =S — R,
n=1 n=1
+o0o
o que é uma contradigao, pois »_ b, diverge.
n=1
“+00
(b) Suponha, por absurdo, que »_ c¢- b, seja convergente, ¢ # 0. Logo, liril (c-sp)
n=1 n——+00
existe. s
Seja lim (c-s,) = M . Como s, = ——, passando ao limite com n — +o00, temos
n—-+oo C
que:
1
lim s, =--M
n—+oo C
+00
o que nos leva a concluir que Y b, é convergente, o que é uma contradigao. 0
n=1

Exemplo 4.18 Mostre que a série

—+00 1
EE:(EZ—FR>
n=1

¢ divergente.

+o0 1
Solugao: Note que a série geométrica » = de razao 5 converge, pois |r| < 1. No
=1
+00 !
entanto, a série »  n diverge pelo critério do termo geral, pois lirf n = +o00. Entao pelo
=1 n——+oo
teorema 4.17 segue que a série ) = +n | diverge. O
n=1
B “+o00o +a)1
Observagoes 4.19 e Considere as séries >, n e >, —, ambas divergentes. A pri-
n=1 n=1

meira diverge pelo critério do termo geral e a sequnda, por ser a série harmonica.
Note que a soma

S

n=1

diverge, pelo critério do termo geral.
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o]l ot 1 o1 1
e Observe que cada uma das séries Y, — e >, —— € divergente. A série Y — — —
n=1M n=1 n n=1T n
converge, por se tratar da série nula.
—+o00 —+o0
De acordo com os itens acima, se Y a, € Y. b, sao duas séries que divergem, entdio
n=1 n=1
+00
temos que analisar com cuidado a série Y (a, + b,), pois essa pode ser convergente ou
n=1
divergente.

4.4.1 Séries de Termos Positivos

Com o objetivo de nos prepararmos para provar o Teste da Comparagao, enunci-
aremos o seguinte resultado auxiliar.

—+o00

Lema 4.20 Seja Y a, uma série de termos positivos, ou seja, a, > 0. Entdo:
n=1

(i) ou eziste s € R tal que lim s, =s
n—r—+0oo

(i) ou lim s, = +00.
n—r—+00

Demonstragao: Considere a sequéncia das somas parciais (s). Como a série é de termos
positivos, temos as seguintes relagoes:

51 = Ay,

Sg =a; +ax < 8;

Sn+1 :a1+a2+"'+a’n+an+l :Sn+an+1-
Logo,
Spn41 — Sn = An41 >0

e temos s,1 > s,, para todo n € N. Portanto, a sequéncia (s,) é crescente. Se (s,)
for limitada, pelo teorema da convergéncia mondétona, ela converge e temos (7). Caso (s,)
seja ilimitada, entao ela diverge, o que prova (7).

O
+o0 oo
Teorema 4.21 Seja > a, uma série de termos positivos. A série Y a, € convergente
n=1

n=1
se, e somente se, sua sequéncia das somas parciais tiver um limitante superior.
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+oo
Demonstragao: Suponha que a série ) a, seja convergente. Entao existe o limite das

=1
somas parciais, ou seja, existe lim s, = S. Dali, dado € > 0 arbitrario, existe ng > 0 tal
n—-+00

que |s, — S| < € sempre que n > ngy. Assim,
—e+S5<s,<S+e¢
e a sequéncia das somas parciais é limitada, logo tem um limitante superior.

Para provarmos a reciproca, devemos provar que se a sequéncia das somas parciais (Sn>
—+o00

tem um limitante superior, entdao a série Y a, converge. Suponhamos, por contradicao,
n=1
que a série nao seja convergente, ou seja, lim s, = 4+00. Entao a sequéncia das somas
n—-4o0o
parciais nao tem um limitante superior, o que é uma contradicao. 0O
“+o0o +o0
Teorema 4.22 (Teste da Comparacao) Sejam > a, e Y. b, duas séries de termos
n=1 n=1
Positivos.
+o0 +o0
e (i) Se a, < by, para todon € N e > b, converge, entao > a, também converge.
+o0 “+o00o
o (ii) Se a, > by, para todon € N e > b, diverge, entdo ) a, também diverge.
Demonstragao:

e (i) Sejam
Sp=ag+ a1+ +an
T, =by+by+---+b,.

Por hipétese, a,, < b, para todo n € N, entao S,, < T},. Como (T},),,. ¢ crescente
e > b, converge, existe M > 0 tal que T,, < M. Dali,

0<S,<T, <M.

Note que (Sy), oy ¢ uma sequéncia monétona crescente e limitada. Logo, existe

nl_l}riloo S, e, por definicao, :;oj a, converge.
e (ii) Anédlogo.
O
T 1

Exemplo 4.23 Mostre que a série ) — € convergente.
n=1 N
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Solucgao: Observe que

nl=1-2-3---(n—1)-n>1-2-2----. 2.9 =9n 1

Assim,
1 1
— <
nl - 2n—1
“+o00o 1 ~
e, como », —— converge, por ser uma série geométrica na qual o médulo da razao é
, n=1 2n—1 7
. R |
menor que 1, pelo teorema 4.22, entao a série » — converge. n
n=1 T

O préximo resultado, embora enunciado como teorema, trata-se de uma consequéncia
imediata do teste da comparacao.

+00 +00
Teorema 4.24 (Teste da comparacao por limite) Sejam > a, e Y b, séries de
n=1 n=1

termos positivos e b, # 0, ¥V n > 0.

. . an . .. .
(i) Se lim — =c >0, entao ou ambas as séries convergem ou ambas divergem.

n—-4oo n
B a, +o00o +00
(i4) Se lim — =0 e > b, converge, entao Y a, converge.
n—-+00 bn n=1 n=1
N © , .= ,
(ii) Se lim — = +oo e Y, b, diverge, entio Y a, diverge.
n—r—+00 bn n=1 n=1
Demonstragao: Segue imediatamente do teste da comparagcao. 0O

Exemplo 4.25 Determine se as séries abaizo convergem ou divergem:

L teolnn
1) Z T
n=1
o X4
il .
) 25
Solucao:
+o0 1
i) Considere a série » —. Como
n=1"N
Inn
lim 2 = lim Inn = 400
n—-+00 l n—~+00
n
—+oco 1 —+oco

e, como a série Y — diverge segue, do teorema 4.24, que Y —— diverge.
n=1 n=1 T
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+oo 4
ii) Considere a série ) Fre Como:
n=1
4
n 3"
im 5L =y
n—+-00 30 n—+oo 3" + 1
) 1
= lim =
n—+oo 1 + 377
+oo 4 +oo 4
e, como a série y 3n converge segue, do teorema 4.24, que » T converge.
n=1 n=1
OJ

4.5 'Teste da Integral

Teorema 4.26 (Teste da Integral) Seja f uma funcdo real continua, decrescente e
com wvalores positivos para todo x > 1 e seja f(n) = a, para todo inteiro n > 1. Entao:

+00 +0o0
e a série infinita) |, a, serd convergente se a integral imprépria (x)dx for con-
n=1 1
vergente.
+o0 +oo
e a série infinita Yy a, serd divergente se a integrau impropria (x)dx for di-
n=1 1
vergente.

Demonstracao: Daremos uma demonstracao geométrica desse resultado.
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A
a
a
as
an
an

\-

1 2 3 4 n-1 n  n+l

Note que

ﬂD+f@%H~+fW%£ﬂD+ﬁmﬂ@M

e também
n+1
[ @ < 1) + @)+ )
1
Dai,
n+1
/ flx)der <aj4+as+- - +a, <a;+ /f Ydx =
1
é/ f(z dx<sn§a1+/f
Faca n — +o00. Se f (x)dx converge, entao (s,) também converge, pelo teste da

1
—+o00

comparagao e, portanto, »  a, converge, o que prova a condi¢do necessaria.
n=1
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“+oo
Para provarmos a condigao suficiente usaremos a contrapositiva. Suponha que / f(x)dx
1

+o00o
divirja, entao (s,) também diverge e, assim, »_ a, é divergente. 0
n=1
- =1
Como uma aplicagao do teste da integral, vamos provar que a série-p » —, converge
n=1

se p > 1 e diverge quando p < 1.

1
e Se p > 1, entao f(z) = T é real e x > 1, é uma funcao decrescente e positiva
x

(mostre isso!).

Como: . :
<1 x7Pt 1
/ — dr = lim = ,
1 P k—+oo —p + 1 p—1
+oo ]
segue que a série » v converge, pelo teorema 4.26
n=1
+o00o —+o00o
e Se p < 1, entao / —pdx diverge e, dai, a série ) - diverge, também pelo

teorema 4.26.

[e.e]
e Sep=1, / —dr = gim(ln )" = 0o =a série diverge pois a integral diverge.
1 X — 00

+o0
Exemplo 4.27 Verifique se a série > o7 ¢ convergente ou divergente.
n=1

Solugao: Note que esta série satisfaz as hip6teses do teste da integral (teorema 4.26).
De fato,

n . , , . ..
® a, = — >0, Vn €N, isto ¢, trata-se de uma série de termos positivos;
e

x . , L
e Seja f(x) = —, 2 € Rex > 1. Observe que f uma fungao continua, pois é

quociente de duas fungoes continuas.

, o (1 —2z%)e*”
e f ¢é decrescente, pois f'(r) = ——5— <0, Vx > 1;

€2x2

400 1
Sendo assim, a integral / —dr = 20 ou seja, ela é convergente. Pelo teorema
. e e

4.26, a série converge. O
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4.6 Séries Alternadas

Definicao 4.28 Uma série do tipo

+o00
Z(—l)n—l—lan =a; —as+az —ag+ -+ (_1)n+1an e

n=1

ou do tipo,
+00

Z(—l)"an =—ay+ay—az+a;—--+ (=1)a, + -

n=1

na qual a, > 0, € chamada série alternada.

A seguir temos um exemplo de série alternada:

- I NS S L
Z‘:(_)a__ +§_§+Z_...+(_)H+...

A respeito da convergéncia de tais séries, daremos a seguir as condi¢oes necessarias
para que elas sejam convergentes.

+00 +00
Teorema 4.29 (Teste da Série Alternada) Seja > (—1)""a, (ou Z(—l)”aﬂ)

n=1
uma série alternada satisfazendo as sequintes condicoes:

n=1

(i) a, >0,
(i) (an) € decrescente,

(i) nl—lf—l{loo a, = 0.

+o0o +o0
Entao a série Y. (—1)""a, <0u > (—1)”an> converge.

n=1 n=1

Demonstracgao: Considere as subsequéncias das somas parciais:
Son = (a1 — az) + (a3 — ag) + - -+ + (agn—1 — a2n)
Son—1 = (a1 —az) + (a3 — ay) - - - + (a2p—3 — 2n—2) + a2p1
A sequéncia (sg,),cy € crescente, pois

Son+2 — Son

= [(a1 —a2) + (ag +as) + - + (agn—1 — a2p) + (G241 — A2n+2)] —
(a1 — ag) + (a3 — aqg) + -+ - + (a2n—1 — a2y)]

= Qop41 — Aopy2 > 0.
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De modo analogo, mostramos que (S2,—1),,cy ¢ decrescente.

Como (s2p),,cy ¢ limitada superiormente por s; € (S2,—1),,cy ¢ limitada inferiormente
por s,, podemos afirmar que existem s’ e s” tais que

lim sy, =5 e lim s9,1=5".
n—-+oo n—+oo
Assim temos:
1 / . . . .
"= = lim s9, 1 — lim Sy, = lm (S9,_1 — S9,,) = lim @y, = 0.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

+o00
Portanto, a sequéncia (s,), oy converge = »_ (—1)"*! converge.

n=1

Observacgao 4.30

e O teste da série alternada também ¢é conhecido por critério de Leibniz.

e Caso uma das hipoteses do teste nao seja verificada, nao significa que a série é
divergente.

[a—

+o00o
Exemplo 4.31 Mostre que a série Y (—1)"— é convergente.
n=1 n

Solugao: Note que:

1
e a,=— >0, para todon € N,
n

1 1 . L 1
e Como n + 1 < n, segue que a, ] = —— < — = a,, OU seja, a sequéncia | —
n+ 1 n neN*

¢é decrescente,

1
e Além disso, lim — =0.
n—-+oo N

Logo, a série dada satisfaz as condigoes do teste da série alternada, portanto é conver-
gente.

O

Definicao 4.32 Seja uma série alternada infinita convergente de soma S. O resto obtido

quando aprorimamos a soma da série pela k-ésima soma parcial s, serd denotado por
Ry, e é definido por:

Rk:S—Sk.
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+o00 +o0o

Teorema 4.33 Considere a série alternada Y, (—1)""ta, lou > (=D"a,|, ondea, >0
n=1 n=1

€ apy1 < a, para todo n inteiro positivo e hgl a, =0 (isto é, satisfaz as hipdteses do
n—-+0oo

teste da série alternada). Se Ry, for o resto obtido quando aproximamos a soma da série
pela soma dos k primeiros termos, entdo |Ry| < agi:.

Exemplo 4.34 Uma série para calcular In(1 + x), onde x € (—1,1), é:

In(1+2) = Z(—l)%l% (4.4)

Ache um limitante superior para o erro cometido quando aprorimamos o valor de
In(1,1) pela soma dos trés primeiros termos da série.

Solugao: Usando a equagao 4.4, e considerando x = 0, 1, obtemos:

(0,1* (0,1)* (0, 1)*
> T3 1 T

In(140,1) =In1,1=0,1—

Observe que:

(0, )"

e q, = é positivo para todo n > 1;

anp1 _ (0,1)"F! n
° — . <1= apni1 < ay;
a,  n+1  (0,1) o

1" _,,

e lim
n—-+oo n

Assim, as hipoteses do teorema 4.33 sao verificadas. Logo se R3 for a diferenca entre
o valor de In1,1 e a soma dos trés primeiros termos, entao:

14
|R3|<a4:(0, )

= 0,000025.

Assim sendo, a soma dos trés primeiros termos fornece um valor para In(1, 1) com precisao
de até pelo menos quatro casas decimais. Usando os trés primeiros termos obtemos:

.17 (0.1

In(1.1) = 0.1 —
n(1,1) =0, 2 3

= 0,0953.

Observacao 4.35 A série da exemplo anterior também converge quando x = 1.
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4.7 Convergeéncia absoluta, Teste da Razao, Teste da
Raiz

—+o0

Definicao 4.36 Dizemos que a série Y a, € absolutamente convergente se a série
n=1
+oo +oo +oo +o0
> |an| for convergente. Se > a, converge, mas Y |a,| diverge, entio a série > a, €
n=1 n=1 n=1 n=1
dita condictonalmente convergente.
Foo 2 2 2 2 2 2
Exemplo 4.37 Mostre que a série ) = (=)
P 1 2 ()" =gty (=D 5
¢ absolutamente convergente.
Solucao: Considere a série:
iy 20 2 2 2 2 2 2
_1)rti = =4 =
nz:; (=1) 3n 3 3 3 33 3t 3n
2 " - 1
Observe que g © uma série geométrica convergente na qual |r| = 3 < 1, logo a
n=1
+00 2
série > (—1)"+13—n é absolutamente convergente. 0
n=1

E possivel que uma série seja convergente, mas nao absolutamente convergente, como

+oo (_ 1)”
por exemplo a série . Por outro lado, se uma série for absolutamente convergente,
n=1 n

ela serd convergente. Mais precisamente:

+o00

Teorema 4.38 (Teste da Covergéncia Absoluta) Se a série Y a, ¢ absolutamente
n=1

convergente, entao esta série é convergente e

“+o00 +oo
> <D lan].
n=1 n=1

Demonstragao: Como 0 < a,,+|a,| < 2|a,| e como 2> |a,| é convergente, pelo teorema
4.22, > (a, + |a,|) converge por ser série de termos postivos.

Assim, > a, = > (an +|an]) — D |an| é soma de série convergentes, o que implica que
+o0
> a, é convergente. O
n=1

T cos
Exemplo 4.39 Mostre que a série ) n
n=1

¢ convergente
n2
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- T cosn cosn 1
Solugao: A série ), —— converge, pois |cosn| < 1, para todo n. Logo, ’—2| < —,
n=1 N n n

+oo 1
para todo n inteiro positivo. Como a série Y — ¢ uma p-série, com p = 2, portanto

n=1
cosn
n2

+o0o
convergente, segue-se pelo teorema 4.22 que > | | é convergente. Assim, a série dada
n=1

é absolutamente convergente, logo pelo teorema 4.38, a série é convergente. O

+o0o
O teste da razao mede a taxa de crescimento (ou decrescimento) de uma série > a,,
n=1
+00
Para uma série geométrica > ar"!, essa

n=1

com a, # 0, examinando-se a razao
Qn

ar™tt

taxa é uma constante = r e a série é convergente se, e somente se, |r| < 1. O

ar™
teste da razao é uma regra poderosa que estende este resultado para uma série qual-

quer. E geralmente utilizado quando o termo geral da série envolver fatoriais ou k-ésimas
poténcias.

+o0o

Teorema 4.40 (Teste da Razdo) Seja ) a, uma série infinita para a qual a,, é ndo-
n=1

nulo para todo n > 1. Entao,

. . un+1 s - z
i) se lim =L < 1, a série dada é absolutamente convergente;
n—-+oo Unp,
.o . Up+1 . ;7.
ii) se lim =L > 1, a série dada € divergente;
n—-+oo un
cee . Unp+1 .. .
iii) se lim = L =1, o teste ¢ inconclusivo, e temos que usar outro teste para
n—>-+oo Unp,

comprovar ou nao a convergéncia da referida série.

Demonstragao:

i) Dado L < 1. Seja r um numero tal que L < r < 1. Entao, o nimero R =r — L é
positivo. Como

An41
LR §
Ap,

Ap+1

deve estar a menos de R de L quando n é grande o suficiente, digamos para

a
todo n > N. Em particular,

an—f—l

<L+ R=r, quando n > N.

Qn
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Ou seja,

A\

AN+1 ran,

ranii < rlay,

A\

AN +2
3
a4y < Tango < TTay,

m
AN+4m < TANgm—1 < T "GN.

Essas desigualdades mostram que os termos da nossa série, depois do n-ésimo termo,
se aproximam de zero mais rapidamente do que os termos em uma série geométrica

“+o00o
com razao r < 1. Mais precisamente, considere a série > ¢, , onde ¢, = a, para
n=1
_ _ _ 2 _
n=12---,Necyi1 =7Tan, CN12 =T°AN,...,CN1m =TaN, . . ..
Agora a,, < ¢, para todo n.
+o0
2
E Cp, = Q1+ a+---+any_1+ay+ray+riay+---
n=1
2
= a+ay+---+ay+an(l+r+ri 4.
+oo
A série geométrica 1+ r +r? + - -+ converge porque |r| < 1, entdo Y. ¢, converge.
n=1
+oo
Como a, < ¢,, entdao »_ a, também converge, pelo teste da comparacao.
n=1

ii) Dado 1 < L < 400. A partir de algum indice M,

an—H
)

>1 e ap < apr41 < Appqo < v

Os termos da série nao se aproximam de zero quando n se aproxima do infinito, e a
série diverge pelo teste do termo geral.

iii) Para as duas séries

1 1
— e —_—
} : 2
n=1 n=1 n
~ +o0 1
o teste da razao tem L = 1 como resultado. No entanto, a série harmoénica »  — é
n=1"T
. | .
divergente e a série ) , — ¢é uma p-série com p > 1 que é convergente. Neste caso,
n=1

temos que usar outro teste para avaliar a convergéncia ou nao da série.
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oo nl

Exemplo 4.41 Mostre que a série Y, — diverge.
n=1 er

Solucgao: Observe que:

n!
ea,=—>0,Vn>1
e?’l

. (n+Dnler . n+1
= lim —F—— = lim =
n—+too  e"e nl  n—too e

Ap+1
G

e lim
n—-4o00

+00.

Portanto, pelo teste da razao a série diverge. 0O

> 3n+1
Exemplo 4.42 Mostre que a série n2:
n=1

CONvVeErge.

Solugao: Observe que:

_3n+1
-~

° a, >0,Vn>1

. 3n+4 2n . 3n+4 3
= lim = lim =-<1
n—s+00 212 3n+1 n—+oo 6n4+2 6

Portanto, pelo teste da razao a série converge. 0O

+o0o
Teorema 4.43 (Teste da Raiz) Seja Y a, uma série com a, > 0 paran > 1 e suponha

n=1

que

lim a, = L.

n——+00
Entao:
i) a série é absolutamente convergente se L < 1.

ii) a série diverge se L > 1 ou se L € infinito.

iii) o teste é tnconclusivo se L = 1. E, devemos usar outro teste para analisar a
convergencia.

Demonstragao:

i) Se L < 1. Tome r > 0 suficientemente pequeno de modo que L +r < 1. Como

lim +a, = L, temos /a, — L, por isso, os termos {/a,, acabam se aproximando
n_>+oo n ) n ) p ) n p

de L a menos de r. Em outras palavras, existe um indice M > N tal que

a, < L+r quandon > M.
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Dai, segue-se que
a, < (L+r)", paran > M.
+0o0
Note agora que »_ (L+7r)" é uma série geométrica com razao L+ r < 1, portanto,
n=M
convergente. Sendo assim, podemos aplicar o teste da comparacao e concluir que
+00o
a série Y a, converge. Como a soma de um numero finito de termos tem soma
n=M

finita, concluimos que a série

“+o00 —+o00
E an:a1+a2+"'+aM—1+E (n
n=1 n=M

converge.

ii) Se 1 < L < +o00. Como lim+ {/a, > 1(ou= +00), temos para n > M > 0,
n—-r+0oo
Wa, > 1, dai a, > 1. Logo, lim a, # 0, portanto a série diverge pelo critério do
n—+00
termo geral.
iii) Se L = 1. Novamente, utilizando as séries

+

8

S|
o

+

8

1
n?

3
I
—
3
I
—_

podemos constatar que o teste é inconclusivo quando L = 1, pois a primeira série

diverge e segunda converge, mas em ambos os casos lim {/a, — 1. Nestes casos,
n—r+00

devemos usar outro teste para analisar a convergencia.

Exemplo 4.44 Analise a convergéncia das séries:

Solucao:

a)

e a,>0 Vn>1,;

3

nln 1 " 1 n

li la,| = 1 — =1 3=— < 1. Most li vn3d =1

o [lim || o Jim 3 = 3. im Vn 3 < ostreque lim Vn ,
usando a regra de L’Hopital!;
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b)
e lim {/|a,|= lim ¢ ! = lim ! =0<1
n—stoo ¥ " n oo | [In(n + 1)]7 ndeo In(n 4+ 1) '
Pelo teorema 4.43 as séries convergem. 0
+oo 9N
Exemplo 4.45 Mostre que a série — diverge.
n=1M
De fato:

e aq,>0Vn>1

. I L. 2 2
L Vel = I V= B e T

se, n € impar

+o0o
Exemplo 4.46 Seja a série Y a,, tal que a, = { se, népar

n=1

e

Solugao: Observe que:

/5= se, n éimpar
® 1, —

= se, 1népar

Como {/n = nn é uma forma indeterminada do tipooc” quando n — oo e mostra-se

usando L’Hopital que linj {/n = 1. Assim pelo teorema do confronto, temos:
n——+0o0o

1
lim a, =- <1.
n—-—+oo 2

Exercicios 4.47 1. Calcule a soma dos n primeiros niumeros impares, isto €,
1+3+---+(2n—1).

+o0o
2. Mostre que a série Yy (2k — 1) € divergente.
k=1

3. Prove que:

1 1
1+4a® + 162 + - + 4" + o = ———— e x| < =.
1 — 427
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+00
4. Verifique se a série — ¢ divergente.
n=1M
+o0 1
5. Considere a série Z m
a) Determine a férmula para a soma parcial de ordem n, ou seja, S,.
b) P [ 1
rove que —=1.
) e 2 Lk 1)
1 1 1

Sugestao:

kk+1) &k k+1
6. Determine a geratriz da dizima periodica 3,0525252 - - -
7. Verifique a convergéncia das séries dadas:

+002n+3 +oo n

(@)Y (b) 2,

=1 n? Tn2 47

n—olnn

8. Verifique se as séries sao convergentes ou divergentes.

+oo 1

wfm% 05

()?%Irl (9) 2

(c) >

n=2"n lnn

@3

o n(ln n)?

% (i) Xn

+oo 1

9. Use o teste da integral, verificando suas hipoteses, para determinar se a série con-
verge ou diverge.

(a) Z (3+2n) (c) 3o nte (e) ;2 WF

(@) ¥ 0" 0 5

10. Verifique se a série satisfaz as duas condi¢oes do teste das séries alternadas e de-
termine se a série converge ou diverge.
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WSS @St @ Sy
) ST (@) S )T
11. Investigue a convergéncia das séries:
(0 520 (0) 5% e~ O
% (2n)! ) +"Onlnn Lt 1.3 (2n—1)
Ot Ve VA @E )
+oo 4np! +oo 37
) & G W %
DE() wE(-D)

12. Mostre que nem o teste da razdao nem o teste da raiz fornecem informagcoes a respeito

da convergéncia de
+00 1

tante).
; o) (p constante)

+o0 |xn
13. Determine x > 0 para que a série Y
n=1

seja convergente.




Capitulo 5

Séries de Poténcias

Até o momento estudamos apenas séries cujos termos sao constantes.
Como exemplo, a série geométrica:

ii—1+1+i+ +i+
o 2 922 on '

n=0

Neste capitulo trataremos de séries infinitas, cujo termo geral depende também de
uma variavel z. No estudo de série de poténcias consideraremos n a partir de 0.

Definicao 5.1 Dizemos que a série:

oo

Z Cn(x —x0)"

n=0
¢ uma série de poténcias em x — xg, onde x € uma varidvel e xoy € uma constante
(também chamada centro da série).

Exemplo 5.2 A série

Z(x—1)" r—1 (z—1)> (x —1)"
SV | I Gy A
> e b

n=0

€ uma série de poténcias em x — 1 centrada em xo = 1.

Cabe, porém, fazermos algumas consideragoes:

(a) (x —20)° = 1, mesmo quando x = x.

o0
(b) No caso em que zy = 0, temos a série Y ¢,x".
n=0
(c) As séries de poténcias podem ser vistas como uma generalizacao de uma fungao
polinomial.

67
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O objetivo principal no estudo de séries numéricas foi estabelecer critérios que nos
permitissem avaliar se uma série converge ou nao. Sao as séries convergentes, em especial
as séries de poténcias convergentes, que tém interesse pois é através delas que é possivel
estudar importantes fungoes e suas aplicagoes dentro da matemaética e também em outros
ramos do conhecimento.

Quando trabalhamos com séries de poténcias em x ou em x — x( interessa-nos saber
para quais valores de = a série é convergente.

Definicao 5.3 O conjunto de todos os valores de x para os quais uma série de poténcias
converge € chamado de intervalo (ou regiao, ou dominio) de convergéncia da série e vamos
indicd-lo por Io.

“+o00
Observe que, se © = x, entao a série de poténcias cn(x — x9)" converge para cy.
) )

n=0
Isto significa que o intervalo I é sempre nao vazio.

Para a maioria das série de poténcias é suficiente usar o teste da razao (teorema 4.40)

ou o teste da raiz (teorema 4.43) para determinar o conjunto Io.
+oo

Usando uma série de poténcias convergente da forma E cn(x — x0)" e seu intervalo

n=0
de convergéncia I podemos definir uma funcao f da seguinte forma:

f: I. — R
+00
r f(:v):ch(:v—xo)”'
n=0

Observe que da forma como a funcao f foi definida, a imagem de um elemento a € I é

o valor da soma da série obtida quando substituimos x por a na expressao que representa
“+o00

a série, ou seja, g cn(a —x9)" = f(a), que é um nimero real finito pois a série converge

n=0
em r = a.

Exemplo 5.4 Vamos usar o teste da razao para determinar o intervalo de convergéncia

n

da série S (=1)" "
a série ;::1(— ) e
Solucao:
Temos que
lim Gnt1) lim m n —m.

Pelo teste da razao, segue que:

|

1. A série converge absolutamente quando ?| < 1.
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2]

2. A série diverge quando = > 1.

kd

3. No caso de = = 1, ou seja, x = £5, devemos considerar dois casos:

[e'e) QZ’n
(a) Substituindo x = 5 na série de poténcias » (—1)"? obtemos a série numérica

n=1 n
o0 1
> (—1)"—, que é condicionalmente convergente pelo teste da série alternada
n=1 n

(t_eorema 4.29).
o0 n
(b) Substituindo x = —5 na série de poténcias Z(—l)"% obtemos a série
n

n=1
o0

numérica y . —, que é divergente, por se tratar da série harmonica.
n=1"T

Assim, o intervalo de convergéncia é I = (—5,5]. Para visualizar melhor veja o
desenho:

diverge -5 converge 5§ diverge R
O L 2

O

oo

Teorema 5.5 Dada uma série de poténcias Y c¢,(x — xo)", em relagdo a convergéncia
n=0

desta séries, existem apenas trés casos possiveis:

(i) A série converge apenas quando x = xo;
(i) A série é absolutamente convergente para todo x € R;

(111) Eziste um nimero real R, R > 0, tal que a série é absolutamente convergente para
todo x € (xg — R,x0 + R), e € divergente para todo x tal que |x — x| > R.

diverge  _ converge | diverge R
\

Pode convergir Pode convergir
ou divergir ou divergir

Observacao 5.6

O nimero real R dado pelo item (#ii) do teorema 5.8 é chamado de raio de convergéncia
da série de poteéencias.
Nos itens (i) e (i7) do 5.5, os raios de convergéncia sao 0 e oo, respectivamente.
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Exemplo 5.7 Considere a série de poténcias —-
n=1M
~ ~ . a
Solugao: Pelo teste da razao, temos lim |—+| = |z|. Assim
n—0| an,
1. Se |z| < 1 a série converge absolutamente;
2. Se |z| > 1, entao a série é divergente;
3. Se |x| =1, ou seja, x = +1 temos:
oo
(a) Para z = 1, obtemos a série ) ; —, que converge pois trata-se de uma série p
n=1 "1
comp=2>1.
(b) Para z = —1, obtemos a série ), ——~—, que também ¢é convergente pelo teste
n=1 n
da série alternada (teorema 4.29).
Portanto, o intervalo de convergéncia é I = [—1, 1] e o raio de convergéncia é R = 1.

O

Teorema 5.8

oo
(a) Se uma série de poténcias Y c,x" € convergente para v = x1, com x1 # 0, entdo
n=0
ela € absolutamente convergente para todo x € R tal que |z| < |z1].

o0
(b) Se uma série de poténcias Y c,x™ é divergente para x = x9, com x9 # 0, entdo ela
n=0
¢ divergente para todo x € R tal que |x| > |xo].

5.1 Propriedades de Séries de Poténcias

Conforme  ja haviamos mencionado, uma série de poténcias
[ee}

> en(x—x0)™ pode ser vista como uma fungao cujo dominio é o intervalo de convergéncia
n=0
da série.

Um exemplo importante no estudo de séries de poténcias é a série de poténcias
geométrica:

+oo
> (5.1)
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Pelo teste da razao, verificamos que esta série converge quando |z| < 1 e converge para

1
a funcao f(r) = T Assim,
—x

1 o0
x) = = x", se |x| <1l 5.2
f)= =3 a" s Ja (52)
n=0
Usando a série dada em 5.2 podemos representar outras fungoes como série de poténcias.
Por exemplo, observe que:

11
S l—(—z) l1+x

f(=x)

o0
:Z(—l)”x”: l—a4+a2* -2+ -+ (=1)"2" +--- desde que |—z|=|z] <1
n=0
Outro procedimento importante na determinacao de novas séries de poténcias é ga-
rantido pelos teoremas que veremos a seguir e consiste em derivar ou integrar fungoes
representadas por séries de poténcias ja conhecidas.

o0
Proposicao 5.9 Se Y c,z" for uma série de poténcias com raio de convergéncia R > 0,
n=0

oo
entdo a série Y nc,x™ "t também terd R como raio de convergéncia.
n=1

Demonstragao: Seja x qualquer nimero no intervalo aberto (—R, R). Entao |z| < R.

Selecionamos um numero z; tal que |z| < |z;] < R. Como |z1| < R, a série Y c,af é
n=0

convergente. Logo, pelo critério de termo geral, segue que lim c¢,z] = 0. Dal, como a
n—-+00

sequéncia (¢, z7)en € convergente, segue que ela é limitada, logo existe um nimero real
positivo M tal que

x| < M VneN. (5.3)
Agora,
n—1 |C :L,n| T n—1
ne, 2" Y = |ne, ——"| = p 2o 2
| n | n CE’? 1 |$1| T
De (5.3) e da equagao acima,
M T n—1
ne " < n—: | — (5.4)
21| |71

Aplicando o teste da razao a série




Carcuro I c-ad

72

obtemos que:

X

X

X

x1

(n+ D" Jaa|""
™ nlzn

Cn+1
Cn

= lim

n—-+oo

lim
n—-+oo

lim
n——+00 n

n—f—l‘_

Dai, a série (5.5) é absolutamente convergente; logo, de (5.4) e do teste da comparagao

(teorema 4.22), segue que a série Y nc,z" ! também é absolutamente convergente. Como

n=1
o0
x é qualquer nimero em (—R, R), segue que se o raio de convergéncia de Y. nc,z""! for
n=1
R, entao R > R.
Para completar a demonstracao, precisamos mostrar que R’ nao pode ser maior que

R. Vamos supor R’ > R e seja x5 um numero tal que R < |zs] < R'. Como |xs| > R,
segue que

Z cpxy € divergente. (5.6)

n=0

oo
Como |z5| < R', segue que Y nc,x5 ' é absolutamente convergente. Além disso,

n=1
(0.0} o0
2o Y [neaa ™' =Y [neah]
n=1 n=1
e assim, do Teorema 4.15
oo
Z |nc,xh|  serd convergente. (5.7)
n=1
Se n for qualquer inteiro positivo,
o] < nleatl] = eyl

Dessa desigualdade, da afirmagao 5.7 e do teste da comparagao, segue que » . |c,z5| é

n=1
o0
convergente. Logo, a série > ¢,x} é convergente, o que contradiz o resultado 5.6. Assim
n=0
sendo, a hipétese de que R’ > R é falsa. Logo, R’ nao pode ser maior do que R; e como
foi mostrado que R’ > R, segue que R’ = R, o que prova o teorema. 0

o0
Proposicao 5.10 Se o raio de convergéncia da série de poténcias Y c,x™ for R > 0,
n=0

oo
entao o raio de convergéncia da série Y n(n — 1)c,z""% também serd R.
n=2

o0
Demonstragao: Basta aplicarmos a proposicao 5.9 & série Y. nc,z"~! e obteremos o
n=1

resultado desejado. 0
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o0

Teorema 5.11 (Derivacao Termo a Termo) Seja Y c,a"™ uma série de poténcias
n=0

cujo raio de convergéncia € R > 0 e seja f a fungao definida por:

f(z) = Z Cpx”. (5.8)

n=0

Entao sua derivada, f'(x), existird para todo x no intervalo aberto (—R, R) e serd dada

por:
o0
= g ne,x™ L.
n=1

Exemplo 5.12 O resultado acima € util, por exemplo, para obter uma representacao em

série de poténcias da func¢dio f(x) = m
x

Solugao: J4 vimos que:

=l+ax+2°+--+a"+-- se |z] <1l

1—x
Trocando z por —z? na igualdade acima, obtemos:

oo

Z n2n_ _x2_|_x4_xﬁ+...+(_1)”x2”+---se|:p|<1.

1
Multiplicando a ultima igualdade por —5 temos:

R i(—l)”“lx% _ ! + v (—1)"+11x2” +- sefz| < 1. (5.9)
o(1 + 22) 2 > > s

Utilzando o teorema 5.11, ao derivarmos (5.9) obtemos

T n n—
s =

Exemplo 5.13 Mostre que para todos os valores reais de x:

© 2 3 n
Zx—_1+x+x+x—+ 4
— n 20 3l n!
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Solugao: A série de poténcias Z —~ é absolutamente convergente para todos os valores
o n!
reais de z. Seja f a fungao deﬁmda por:
o0 mn
=" (5.10)
n=0

o dominio de f serd o conjunto de todos os niumeros reais; isto é, o intervalo de con-
vergéncia serd (—oo, +00). Segue do teorema 5.11, que para todos os valores reais de x
temos:

= nz !
I R—
n=1
n 1 . )
Uma vez que — = ——— isso pode ser escrito como
n! (n—1)!
/ — -
=2 e W=
n=1 n=0

Dessa igualdade e de (5.10), f'(z) = f(z) para todos os valores reais de z. Assim sendo,

a funcao f satisfaz a equacao diferencial d—y =y, cuja solugdo geral é y = f(z) = Ce”.
x
Da equacao (5.10), f(0) = 1. (Lembre-se que estamos tomando 2° = 1 mesmo que z = 0,

por convencao, ao escrever o termo geral.) Portanto, C' =1 e assim f(z) = €® e temos o
resultado desejado. O

Exemplo 5.14 Use o resultado do exemplo 5.13 para achar uma representacao em série
de poténcias de e,

Solucao: Basta substituirmos x por —x na série de e*. Assim:

2 3 " o n
x x T
—1—33—1-5—54- —i—(—l)mﬁ— EO(—l)m
para todos os valores reais de x. 0O

O teorema a seguir, que é uma consequéncia do teorema 5.11, estabelece em que
condicoes é possivel integrarmos termo a termo uma série de poténcias.

Teorema 5.15 (Integracao Termo a Termo) Seja Y c,x™ uma série de poténcias

n=0
cujo rato de convergéncia é R > 0. Entao, se f for a funcao definida por:




c-ad Carcuro Il

75 Capitulo 5. Séries de Poténcias

[ serd integravel em todo subintervalo fechado de (—R, R) e calculamos a integral de f
integrando termo a termo a série de poténcias dada; isto €, se x estd em (—R, R), entdo

oo

* c
t)dt = n gt
/Of() z;n—l—lx

Além disso, o raio de convergéncia da série resultante é R.

(e.0)
Observacao 5.16 Seja f(z) = > c,(x — 29)™ uma série de poténcias cujo raio de con-
n=0
vergéncia € R > 0. Embora o raio de convergéncia de f, ' e de [ f(t)dt seja o mesmo,
os intervalos de convergéncias podem ser diferentes e que esta diferenca, quando existe,

ocorre nos extremos do intervalo de convergéncia.

Exemplo 5.17 Identifique a funcao f cuja representacao em série de poténcias é dada

por:

3 2P

f(:r;)::t:—g—l—g—---, -1<z<1 (5.11)

Solugao: Derivando a série dada, termo a termo, obtemos:
fley=1-2*+2*+2°—., —1<a<l (5.12)

Esta é uma série geométrica cujo primeiro termo é 1 e a razao é —z% Observe que
| — 2% < 1 (ou seja, —1 < z < 1), logo a série dada pela equagao 5.12 é convergente e
1

converge para —————. Dali,
ST

1
Integrando f'(x) = ——, obtemos:

I+
/f’(:c)dx—/ da = arctanx + C
) 1422 ’

Note que, por 5.11, f(0) = 0, assim C' = 0. Assim, obtemos:

o 2

flz)=2——+———++ - =arctanz, —1<xz<l.
3 5 7
Observe que a série também converge em x = =41, mas esta verificacao deve ser
analisada a parte, pois o teorema 5.15 s6 garante a convergéncia da série no interior do

intervalo aberto.
O

Exemplo 5.18 Determine uma representacao em série de poténcias para f(x) = In(1+x)
com —1 <z < 1.
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Solucao:
1
A funcao T é representada pela série Y (—1)"z", ou seja:
Xz n=0
1+$—§ )tz para — 1<z <l
Consequentemente, pelo teorema 5.15, temos que:
+oo zn—i—l T
In(1 = —dt —1 "
n(l+z) / 1+t :0( )n—i—lo
n+1
— z:(—l)”aj , —l<z<l1
n+1
n=0
O

Observe que a série que define In(1 + x) é convergente também em x = 1 (Verifque!).

5.2 Séries de Taylor

Na segao anterior vimos que quando |z| < 1, a fungao ] pode ser escrita como a
-

oo
série geométrica Ji: . B importante relembrar que a partir desta série é possivel obter
a representacao eT;nOsérie de poténcias de vérias outras funcgoes.

Tal afirmacao nos leva a um questionamento: sera que qualquer funcao pode ser repre-
sentada como uma série de poténcias? Posteriormente veremos que, em geral, a resposta é
negativa e, mesmo aquelas fungoes para as quais isto é possivel, algumas condicoes devem
ser satisfeitas para que isso ocorra.

Suponhamos que uma fungao f qualquer, cujo dominio é o intervalo aberto I = (z¢ —
+o0

R,xy + R), seja definida por uma série de poténcias, isto é, f(z) = > c,(z — x0)". O
n=0

préximo resultado nos diz como determinar os coeficientes ¢ s.

Proposicao 5.19 Seja f uma fun¢ao infinitamente derivavel no intervalo (xo— R, xo+R),

+o0
onde f(z) = > cu(x — x0)". Entao:
n=0
Cp = f(n)(x())a
n!

onde ™ ¢ a derivada de ordem n da funcio f e fO = f.

Calculando as derivadas de ordem 0,1,2,--- ;n,--- , da funcao f, obtemos:
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fl) = co+alr—a)+cale—x0)*+ - +cp(x —x0)" + -+
f’(x) = Cl+2'02(3:_xO)+3'C3($—x0)2---+n-6n(a:—:1;0)”—1_|_...
fflx) = 2-c+2-3-cs(x—ao)+---4+n-(n=1) ¢z —x0)" 24 -

f(")(a:) = ;’L! cept+(n+Dnn—1)2c,41(x —x0) + - -
Calculando os valores de f(zo), f'(zo), f"(x0), -, f™(x), obtemos:
ffawo) F (o)

91 ) y bn — n! y T

Co = f(%),cl = f/(l’o),% =
Dali:
(n)
Z f (x — )",

Definicao 5.20 Seja f : I — R uma funcao infinitamente derivdvel em xo € I, entao a
Série de Taylor de f em xq € dada por:

No caso em que vy = 0, a série é chamada Série de Maclaurin da funcao f e é
representada por:

Observagao 5.21 O intervalo de convergéncia Ic da série de Taylor (ou de Maclaurin)
de uma funcao f € um subconjunto do intervalo I da defini¢cao acima.

1
Exemplo 5.22 Determine a série de Taylor da fun¢do f(x) = — em torno de xg = 2, e
x

verifique se a série de Taylor converge para f(x).

Solucao: Observe que:

f@) = ot =@ =2t =g

Pla) = = f(2) =5

) = 2= T L

f(z) = —3!3(;_4=>f?)—(!2)=—2—14
@) = (1yatem — S0@ "
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Logo, a série de Taylor de f em torno de zy = 2 é dada por:

09 i)
" (n)
_ f(2)—|—f’(2)(m—2)—|—f2(!2)(x—2)2—|—---+fn!(2)(x—2)”+---
1 (z—2) (z—2)2 oz —2)"
o T T e

, , . .. . 5 T — 2
Esta é uma série geométrica com primeiro termo % erazaor = —

razao a série converge absolutamente desde que |z — 2| < 2, e sua soma é

. Pelo teste da

1
9 1 1
1+(zx—-2) 2+ (x-2) o
2

Neste exemplo, a série de Taylor de f(z) = % em torno de xy = 2 converge para a

prépria func¢ao desde que |z — 2| < 2, ou seja, 0 < z < 4. O

Observacao 5.23 O exemplo acima é um caso particular onde a série de Taylor da
funcao converge para a propria funcao. Mas este tipo de comportamento ndao é geral.
Veremos em que condicoes a série de Taylor de uma funcao converge para a propria
func¢ao no teorema de Taylor.

Exemplo 5.24 Determine a série de Maclaurin de f(z) = e”.

Solucao: Se f(x) = €, entdo f(™(z) = e® para todo x real e para todo n natural. Logo
f™(0) = 1 para todo n. Assim, a série de Maclaurin é dada por:

“+o00
2 l‘3 n "

T _ ety N
R T T R i —Zn!. (5.13)

n=0

O

Definicao 5.25 A soma parcial de ordem n da série de Taylor de uma funcao f € cha-
mada de Polinémio de Taylor de ordem n, que denotamos por P,(x), e é definido
por:

k

n ) (2 .
Pn(:v)zzf (! )-(:v—xo).
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Exemplo 5.26 Determine a série de Maclaurin e o polinomio de Taylor de ordem n para
a fungao f(x) = cosx.

Solugao: Observe que:

f(z) =cosz f'(x) = —senx
["(x) = —cosz f"(x) = senx
f(Qn) () = (=1)" cosx :f@”“)(x) = (—1)""senz

Como cos(0) = 1 e sen(0) = 0, entao:

FER0) = (<1 e ferI(0) =0,

Desta forma, a série de Maclaurin de f, é:

+oo
(_1)k1.2k B
> e "
" " (n)
= g+ pw s T D0 SO
2 4 2n

O

A seguir apresentamos as condicoes para que a série de Taylor de uma funcao f convirja
para f (em geral, isso nem sempre é possivel).

Teorema 5.27 (Férmula de Taylor) Seja f: I — R uma fungdo que possui derivadas
de todas as ordens em I e que contém xqy. Entao, para todo x € I temos:

/ Zo " T ) (n) Zo .
F@) = Fao) + 2 (0 =) 4 T (o gy L ey,
onde Fo(g
Ry(x) = m(w — )",

para algum c € (xg, x).
Se, lim R, (x) = 0 para todo x € I, dizemos que a série de Taylor da func¢ao f : I — R
n—oo

em x = xo converge para f em I.
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Exemplo 5.28 Use o teorema 5.27 para mostrar que a série de Maclaurin para €*, en-
contrada no exemplo 5.24, representa a funcao para todos os valores de x.

Solugao: A série de Maclaurin para e* é obtida no exemplo (5.24) e

e

n+1
(n + 1)!x

Rn(x) =

onde cada &, esta entre 0 e x.
Precisamos mostrar que lim R, = 0 para todo . Ha trés casos a considerar: x >

n—-+o0o
0, <0ex=0.
Se x> 0, entdo 0 < &, < z, logo e < e®. Assim:

esn i

0< ———a" < . 5.14
CES “ ) (5.14)
" n+1 :L,n—|—1
Como lim — =0, paratodo z, segue que lim =0. Dai, lim e"— =
n—+oo n! n—+oo (n 4 1)! n—too  (n+41)!

Logo, de (5.14) e pelo teorema do confronto, segue que lim R, =0,

n—4o00

Sex <0, entdo xz < &, <0e0 < e < 1. Temos dois casos a considerar:

(a) se 2" >0,

esn Tl
0< S gt T
(n+1)! (n+1)!
(b) Se 2" <0,
n+1 fn
L ¢ 2"t < 0.

(n+1)! = (n+1)!

33"+1

Em ambos os casos, como lim ——— = 0, concluimos que lim R, = 0.
n—+o0o (TL —+ 1)' n—-+oo

Finalmente, se x = 0, a série tem soma 1, que é €°. Logo a série (5.24) representa e®
para todos os valores de x.
Assim, para todo x € R, podemos escrever:

+oco 4
xr
€z — R
¢ =D
n=0
_ x? a8
= +$+§+§+“-.
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5.2.1 Aplicacoes das Séries de Poténcias - Série Binomial

Uma aplicacao para as séries de poténcias esta em encontrar a série binomial de uma
funca@o. A série de Maclaurin da fungao f(z) = (1+x)™ é conhecida como a série Binomial
para f. Observe que a série de Maclaurin desta fungao converge (absolutamente) para
f(z), desde que |z| < 1, ou seja:

@)= (1 gy =y e m =D m =2 (mmn = e

|
e n:

Exercicios 5.29 1. Obtenha uma representacao em série de poténcias para a fun¢ao

x
r)=-———.
f( ) (1 _|_1;2)2
2. Verifique que a série | 2" converge para x = —1. Tal série converge absolutamente

n=0
para todo x €] — 1,1]|? Explique.

o0

3. Considere a série de poténcias, centrada em xg, Y a,(x — xo)". Suponha que tal
n=0
série convirja para r = x1, 1 # To. Mostre que a série converge absolutamente

para todo x €|xg — 1, x0 + 1|, onde r = [x1 — x¢).

4. Determine quais das séries a sequir sao convergentes. Para aquelas que sao con-
vergentes, determine quais sao absolutamente convergentes e quais sao condicional-
mente convergentes.

< (3z —2)"
(¢) X —

(4 )2”+1

(h) Z

(*) 20% g i 4"(n211)

o0 :L.'n oo

(0) X s 6) 3 a2+ 5y

@ 3 S ) 5= (-2 (n+ ) — 1)
= (1) e
© % VT =

1) 3 i (m) 3 G @2

TZ

3. (2n — 1)(z — 2)"
1-

9 > m X

e nlnn n=1

5. Expresse v/1 + x como uma série de poténcias.
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6. Para quais valores de x a série

1—%(:[—3)—{-%(.1?—3)24—“'—{—(—%)n(x—?))n—i—"'

converge? Qual € a sua soma? Qual série vocé obtém se derivar a série dada termo
a termo? Para quais valores de x a nova série converge? Qual é a sua soma?

3 513'5 CU7 x9 .I'll

7. A série x — e + — T + = ol ~ 11 + - -+, converge para senx para todo x real.
Resolva os itens a sequir:

a) Encontre os seis primeiros termos de uwma série para cosx. Para quais valores
de x a série obtida deve convergir?

b) Substituindo x por 2x na série que representa a fun¢do senx, encontre uma série
que convirja para sen2x para todo x.

c) Usando o resultado do item a) e a multiplicagao de séries, calcule os seis pri-
meiros termos de uma série para 2senx cosx. Compare seu resultado com a
resposta do item b).

8. Suponha |x| <r,r >0 e que lim a,r" =0. Prove que lim na,z" = 0.
n—-+o0o n—-+00

(e.0) (o0}
9. Prove que as séries de poténcia Y na,z™ e > a,x" tém o mesmo raio de con-
vergéncia.

10. Encontre o polinomio de Taylor de ordens 0,1,2 e 3 gerados por f em a.

(@) f&) =z, a=1 (¢) fla) = ViTa a=0

() ()= é 0= (@) Jx) = s, a=0
11. Encontre a série de Taylor gerada por f em = = a.

(a) fle) =25 —20+4, a=2 (¢) flz)=e", a=2

() f) =5, =1 (@) J@) = T, a=0

12. Encontre a série de Maclaurin para as funcoes.

(a) fx)=e" (¢) flx) = (z+1)7
(b) f(x) = sen(3) (d) f(x) = Tcos(—x)
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