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PREFACIO

Esta obra intitulada CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL | foi construida para ser
a referéncia bésica da disciplina de Calculo Diferencial e Integral |, do Curso de
Licenciatura em Matematica - Modalidade a Distancia oferecido pela Universidade
Federal de Vicosa. Entretanto, por conter, em detalhes, os principais tépicos da
Teoria de Calculo de funcbes de uma variavel independente, além de algumas
importantes aplicacdes, este texto pode ser utilizado nas disciplinas de Célculo
oferecidas para os demais Cursos de Graduacéo.

O trabalho de produzir um material deste tipo, cujo conteudo abordado é
muito extenso e bastante minucioso, exigiu grande dedicacdo da equipe de autores.
E o fato da disciplina em tela ser oferecida para alunos que, na maioria das vezes,
ndao tem a disposicdo uma boa biblioteca faz com que o material seja, em certa
medida, suficiente para o aluno compreender os conceitos abordados.

O texto desenvolvido tera, aqui na UFV, o suporte e a complementacédo de
outras midias (como por exemplo: video aulas e aulas narradas) disponibilizadas na
plataforma de interacdo PVANet, que é um ambiente virtual de aprendizagem. Além
do PVANet, a disciplina quando oferecida contara com todos os elementos que esta
modalidade de ensino exige: tutores presenciais e a distancia; coordenadores de
poélos; professores coordenadores de disciplinas; coordenador de tutores; comissao
coordenadora de curso etc.

Os gréaficos que aparecem ao longo do texto foram construidos pela Professora
Rosane, uma das autoras do livro, utilizando o software gratuito Geogebra. E a
confeccdo de tantos graficos custou muitas horas de trabalho e contou com a
habilidade e paciéncia da autora.

De uma maneira um tanto quanto classica, os assuntos estdo divididos em
capitulos e secdes, partindo da importante revisdo das nocdes basicas de funcdes e
introduzindo, na sequéncia, os conceitos de Limite e Continuidade de funcgbes. A
Teoria de Derivadas, bem como suas aplicacdes, aparecem a frente da Teoria de
Integrais, simplesmente por uma conveniéncia didatica, pois a ordem ai nédo era
fundamental. Algumas demonstracdes sdo omitidas no decorrer do texto, isto pela
complexidade de algumas delas, mas na maioria das vezes pelo fato de que o foco do
livro é apresentar as técnicas e as aplicacdes do Calculo.
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CAPITULO 1. REVISAO DE FUNCAO

Para o estudo da disciplina Calculo Diferencial e Integral | estamos interessados
no estudo de fungdes reais a uma variavel. Faremos uma breve revisdo do conceito
de funcao real e sua representacdo grafica. Vocé também deve estar familiarizado
com os conjuntos numéricos N, Z, Q, I e IR e nocdes gerais sobre intervalos,

inequacgdes e valor absoluto.

O conceito de funcdo e as suas diversas representacdes permitem estabelecer
conexdes entre os diferentes ramos da Matematica e dela com outras ciéncias. O
reconhecimento de varidveis em situacGes do cotidiano e o estabelecimento de
relagBes entre elas permitem expressar leis matematicas.

As funcdes aparecem em muitas situacdes em que o valor de uma variavel pode
depender do valor de uma outra varidvel. Neste contexto, quando uma grandeza y

depende de uma grandeza X de modo que cada valor X determine exatamente um
anico valor y, entdo dizemos que y é funcdo de X . Neste caso, chamamos X de

variavel independente e y de variavel dependente.

Por exemplo:

A area A de uma circunferéncia depende de seu raio r . A regra, que relaciona

r e aarea A, é dada pela equacdo A=rr?. Assim, a cada nimero r positivo
corresponde exatamente um valor de A . Entdo dizemos que A é funcdo de r.

Suponhamos que determinada mercadoria esteja sendo vendida a R$150 0
quilo. Entdo x quilos dessa mercadoria, custardo R$1,50x . Denotando por p 0 preco

. ~ 3X .
desses x quilos, entéo p=l50x:7. Temos aqui duas grandezas, X e p, que

estdo relacionadas entre si. Dizemos que p € funcdo de x porque a cada valor de x

corresponde um valor de p .

Para modelar essas situacfes, sdo utilizadas func¢des do tipo y = f(x), sendo x

a variavel independente e y a varidvel dependente.

Formalmente,
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Definicdo 1: Sejam D e B subconjuntos de IR (conjunto dos nimeros reais). Uma

. f A . XeD
funcéo real € uma correspondéncia (regra ou lei) que, a cada elemento

. yeB
associa exatamente um elemento .

Saiba Mais: O conceito de funcdo pode ser estendido a outros conjuntos que nado
sdo, necessariamente, subconjuntos de IR. Para conhecer melhor as funcdes,
consulte uma das referéncias listadas na Bibliografia (Veja, por exemplo, MEDEIROS,
et. al., 2006).

Observacédo 1: Comumente utiliza-se o valor da fungéo no ponto x (imagem
de x) por f(x) e anotagdo f:D— B para indicar a funcdo com os conjuntos D e
B relacionados. Ou ainda,

f:D—>B
Xx—>y="f(X)

(i) O conjunto D, que também pode ser denotado por Dom(f) ou D(f), éo
dominio da funcdo f , isto é, o conjunto em que a funcéo é definida.

(ii) O conjunto B é o contradominio da funcdo f , isto €, conjunto em que a funcéo
toma valores.

(iii) bado xe D, y= f(x)e B é ovalor da fungdo f no ponto X ou imagem de X por
f.

(iv) Simbolicamente, f:D — B é fungdo < VxeD, 3! yeB; y=1f(x)

Definicdo 2: O conjunto de todos os valores assumidos por uma funcdo f ¢é
chamado conjunto imagem de f , representado por Im(f), Mais precisamente, a
imagem de uma fungéo real f:D— B € o subconjunto de pontos y<B para os quais

existe pelo menos um xeD tal que f(x)=vy:
Im(f)={yeB |existe xe D com f(x)=y j={f(x) ; xeD}

Observacao 2: Para ndo confundir o conceito de uma fungéo f e do valor da

funcdo f(x) podemos pensar intuitivamente uma funcdo como uma “maquina”.
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Quando inserimos um elemento x do dominio de f (matéria-prima disponivel) na
maquina (que faz papel da funcdo f ), a maquina produzir o valor da fungéo
correspondente f(x) (produto) conforme ilustra a figura abaixo.

x (matéria prima)

f (%) (produto)
Figura 1: Representacdes esquematicas da ideia de fungao

Assim, 0 mais correto € dizer “seja a funcdo f ” em vez de “seja a funcao
f(x)", muito embora, frequentemente, prefira-se essa ultima maneira de falar.

2 —_—
Exemplo 1: Considere f:RR-{2}— R a funcio definida por f(x) =2 24 :
X_
Neste caso, o dominio da fungdo real f & IR - {2 } o contradominio € IR e a lei de

x2 -4

definicdo € f(x) = . Podemos reescrever f(x), para x=2, como f(x)=x+2

, pois X% — 4 = (x+2)(x-2) . Assim:

f(0)=2, f(—j=%+2=g, f(x-1)=x—-1+2=x+1, f(t?)=t>+2

f(x+h) - f(x) _h
h " h

=1

f(x+h)— f(X)=x+h+2-(x+2)=h,

Observa(;éo 3. Observe que uma funcdo consta de trés partes: dominio,
contradominio e a lei de correspondéncia x — f(x). E usual uma funcdo ser dada

pela sua expressdo sem especificacdo do seu dominio. Neste caso, assumimos que o
dominio é o maior subconjunto dos numeros reais para 0s quais a expressdo faz
sentido (assume um valor real), isto é, os niUmeros com 0s quais podemos efetuar as
operacdes indicadas na referida expressdo. Assim, o dominio de f , chamado

dominio natural de f , é dado por

Dom(f)={xeR|f(x)e IR }

Neste caso, o contradominio é R.
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Exemplo 2: Sseja g a funcéo definida por g(x)=—— .
P ja g ¢ por g(x) X D(x_3)

Esta funcdo ndo esta definida para x=1 e x=3. Logo,

Dom(g) = R -{1,3}={xe R | x#1 e x =3}

Exemplo 3. Considere a funcdo h(x)=41- x2 . Assim, o dominio de h sdo
todos os numeros reais que satisfazem a desigualdade 1— x> >0. Logo,

Dom(h) = {xe R |x>-1 e x<1}=[-11].

Exemplo 4. Desejamos construir uma caixa aberta a partir de uma folha
retangular de papeldo com 30cm de comprimento e 22cm de largura recortando
quadrados idénticos (de x por xcm) de cada canto da folha e dobrando as abas
resultantes. Assim, a expressao que fornece o volume V da caixa em funcdo de x é
dada por V(x) = (30 — 2x) (22 — 2x) x cujo dominio é o intervalo fechado [0,11], pois

nao podemos ter medida X e nem volume V negativo.

1X x

22

cm

- —— =

-===1

X

———

X

R —

22-2x

<+— 30-2x —»

Figura 2: Esquematizacdo do problema

<+— 30cm ——»

Observagéo 4. As fungbes também podem ser definidas por expressdes
distintas em partes do seu dominio. Estas fung¢Bes sdo denominadas funcdes
definidas por partes.

Exemplo 5: O custo de uma corrida de taxi em determinada area
metropolitana é tabelado da seguinte maneira: qualquer corrida inferior a 2km custa
R$3,75; ap6s os 2km, o passageiro paga um adicional de R$1,50 por km. Assim, para
uma corrida de 5km o custo é 3,75+15(5-2), ou seja, R$ 8,25.

C

ad
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De modo geral, se f(x) é o custo total de uma corrida de taxi de x km, entdo o

valor de f(x) é:

£(x) = 3,75 se 0<x<2
C13,75+1,5(x-2) se x>2

Definicéo 3: Seja f:D — B uma fungéo. O gréfico de f , denotado por Graf (f) é o

conjunto de todos os pontos (x, f(x)) de DxBcRxR=R?, onde xe Dom(f) , isto é
Graf (f)={(x,y)eDxB|y=f(x)}={(x, f (x))| xc Dom(f)}

Observagéo 5. Uma dada curva no plano xy representa o grafico de uma

funcéo quando qualquer reta vertical tem, no maximo, um ponto de interse¢cdo com
essa curva.

Observagéo 6: Através do grafico de f também podemos determinar o
dominio e a imagem de f . O dominio de f ¢é a projecado ortogonal do grafico sobre

0 eixo X e a imagem sobre o eixo y, conforme ilustrado abaixo.

f

imagem

de f

l

>
b

W— dominiode [ —M

Figura 3: Representacdo do dominio e imagem de f

Exemplo 6: Considere a fungdo f definida por f(x)=2x-1. O gréaficode f é
esbogado na figura 4. Note que Dom(f)=R e Im(f)=R.

11
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Figura 4: Gréafico da funcdo f(x)=2x-1

Exemplo 7: Considere a fungdo g definida por g(t)=+vt+2 . O gréaficode g é
esbocgado na figura 5. Note que Dom(g) =[-2,+») e Im(g)=[0,+x)

N

Y
3-
2'/
1-
0 A Y
-2 -1 0 1 2 3 t
-1

Figura 5: Gréafico da funcdo g(t) =+t +2

Exemplo 8: Considere a funcéo h definida por

t+4 se t<0
ht) = {t> —4t+4 se 0<t<4.
-2t+12 se t>4

O grafico de h é esbocado na figura 6. Dom(h) = IR e Im(g) = (—«,4].

c-ad
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Figura 6: Grafico da funcdo h

Note que Dom(h) = IR e Im(g) = (—=,4].

13
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CAPITULO 2. LIMITES DE FUNCOES

2.1 Nocdo Intuitiva de Limite

O conceito de limite € base fundamental de todos os conteudos de Calculo
Diferencial e Integral. Portanto, serd o ponto de partida para o estudo da teoria do
calculo.

Para iniciarmos nosso estudo sobre limites, vamos considerar alguns modelos
ilustrativos.

X% -4

X-2 '
Observe que f(x) existe para todo X, exceto x=2. Investiguemos o comportamento
de f(x) quando X se aproxima de 2, porém excluindo o 2. Neste caso, dizemos

gue X tende a 2 e usaremos a notagdo X — 2. Observemos que existem duas
possibilidades para X se aproximar de 2 :

Exemplo 1: Seja f:R -{2} - R a fungéo definida por f(x)=

(i) X se aproxima de 2 por valores superiores a 2 e, neste caso, diremos que

X tende para 2 pela direita (notagdo: X — 27)

X 3 25 21 201 2001 20001 200001 2990
f) 5 45 41 401 4,001 4,0001 4,00001 ;0000

(ii) X se aproxima de 2 por valores inferiores a 2 e, neste caso, diremos que

X tende para 2 pela esquerda (notagdo: x —27)

X 1 15 19 1,99 1999 19999 1,99999 99999
f(x) 3 35 39 399 3,999 30999 399999 o999

Note que, em ambas as tabelas, a medida que x fica cada vez mais préximo de
2, tanto pela direita, quanto pela esquerda, os valores de f(x) tornam-se cada vez
mais proximo de 4 .

x2 -4 (x-2)(x+2)
X—2 X—2
Logo, podemos cancelar o fator comum e reescrever f(x)=x+2. Assim, o grafico de

Por outro lado, f(x)= e se x#2, temos que x—2=#0.

f(x) sera a reta y=x+2, com o ponto (2,4) excluido. Observando o grafico de

14
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f(x), figural, vemos que quanto mais proximo de 2 estiver X, mais proximo de 4
estara f(x).

X -4

Figura 1: Gréafico da funcdo f(x)= >
X p—

Assim, podemos tornar f(x) tdo proximo de 4 quanto desejarmos, bastando

para isso tomarmos X suficientemente proximo de 2. Dai, dizemos que existe o
limite de

x% -4
X—2

f(x)=
quando x tende a 2 e seu valor € 4. Simbolicamente, escrevemos

X2 -4
lim
Xx—2 X—2

=4

o qual deve ser lido como "o limite de f(x) quando x tende a 2 éigual a 4".

O limite, portanto, estabelece qual o comportamento da funcdo na vizinhanca
de um ponto, sem que este pertenca necessariamente ao seu dominio.

Isto nos leva a seguinte ideia geral:

Definicdo informal de limite: Seja f uma fungéo definida em todo um intervalo
aberto contendo um numero real a, exceto possivelmente no proprio a . Dizemos

que o limite de f(x) quando x tende a a existe e vale L, e escrevemos

lim f(x)=L, se a medida que Xx se aproxima de a por ambos os lados, com X#a,
X—a

tem-se que f(x) se aproximade L.

15
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A aproximacdo de a deve ser considerada por ambos os lados, ou seja,
aproximar de a por valores maiores do que a e por valores menores do que a.
Assim, se restringimos a aproximagdo por apenas um dos lados, podemos definir o
limite lateral a esquerda e a direita.

Definicdo (limite lateral a direita): Seja f uma funcéo definida em um intervalo
aberto (a, c) . Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a pela direitaé L, e

escrevemos lim f(x)=L, se & medida que X se aproxima de a, com X>a, tem-se
+
X—a

que f(x) se aproxima de L .

Analogamente, temos:

Definicdo (limite lateral a esquerda): Seja f uma fungdo definida em um
intervalo aberto (d, a). Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a pela

esquerda € M , e escrevemos lim f(x)=M , se a medida que X se aproxima de a,
X—a

com Xx<a, tem-se que f(x) se aproximade M .

Observacéo 1: Quando o limite lateral a direita é igual ao limite lateral & esquerda,

ou seja, L=M , dizemos que existe lim f(x) e escrevemos lim f(x)=L . Caso
X—a X—a

contrario, dizemos que ndo existe o lim f(x) e escrevemos A lim f(x) .
X—a X—a

Nos exemplos a seguir podemos obter o limite diretamente fazendo uma
observacdo do comportamento grafico da funcao.

Exemplo 2: Para a fungdio f definida por f(x)=x+3 cujo grafico é

esbocado na figura 2, podemos observar que Iing)(x2 +3)=3.
X—>
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Figura 2: Gréfico da funcéo f(x)= x? +3

X se x<0

Exemplo 3: Para a fungdo § definida por g(x)=+ 1 se x=0
2-x se x>0

cujo gréfico é esbocado na figura 3, podemos observar que lim g(x)= lim x> =0 e
x—0" x—0"

Iim+ g(x) = Iim+(2— X)=2.

x—0 x—0
Como lim g(x)# lim g(x), ndo existe lim g(x) e escrevemos A lim g(x).
x—0" x—0" x>0 x>0

Figura 3: Gréafico da funcéo ¢

17
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Exemplo 4: seja h a fungéo definida por h(x) = % :
X_
Notemos que h ndo estd definida para x=2. Além disso, para x>2,
[x=2|=x-2 epara x<2, |x-2|=-(x-2).

. 1 se x>2 . 3 .
Assim, h(x) = e seu grafico estd esbocado na figura 4.
-1 se x<2
A
Y

2_

1 o

0 N
-2 -1 0o 1 2 3 4

. O

-2

Figura 4: Gréafico da funcdo h

A partir do grafico podemos observar que,

lim h(x) = lim (<) = -1e lim h(x) = lim 1=1.

x—2~ x—2~ X—>2 x—2%1
Como os limites laterais existem, mas sédo diferentes, concluimos que # Iim2 h(x) .
X—>

Notemos que a determinagdo de um limite a partir do grafico da funcdo exige o
trabalho de esbocar tal grafico, o que pode ndo ser muito simples sem a utilizacédo de
recursos computacionais ou técnicas mais sofisticadas de calculo. Vejamos, por

exemplo, o gréafico da fungéo f(x)=x sen%, esbocado na figura 5, gerado utilizando

o software geométrico GeoGebra.

18
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Figura 5: Grafico da fungéo f(X) = X sen%

Podemos observar no grafico da funcdo f(x)=x sen% gue lim (xsenljzo e
x—07" X

. 1 Lo 1 . . - -
lim | xsen= =0, dai lim| xsen= |=0. Mais adiante utilizaremos resultados teoricos
Xx—0" X x—0 X

para a determinacdo deste limite sem a utilizagdo do recurso grafico.

Observagéo 2. Uma abordagem teérica de limites ndo é o objetivo deste
texto. Entretanto, uma definicdo formal serd apresentada para que ndo exista uma
lacuna entre o que foi exposto até aqui e as varias técnicas de célculo de limites que
veremos posteriormente.

2.2 Definicao de Limite

Definicdo formal de limite: Seja f uma fungdo definida para todo ndmero em

algum intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente no préprio nimero a. O

limite de f(x) quando x tende a a sera L, escrevemos lim f(x)=L, se a seguinte
X—a

afirmacéo for verdadeira: Dado qualquer nimero £>0, existe um ¢ >0 tal que se
xe(@a-6,a+6), x2a, entdo f(x)e(L—¢, L+¢), ou simbolicamente

Ve>0,35>0, tal que O<|x-a|<s = |[f(x)-L|<e.
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Figura 1: llustracdo grafica da definicdo de limite

Observa(;éo 1: Notemos que a escolha de § na definicdo acima geralmente
devera depender de ¢ e ndo podera depender da variavel x. Além disso, o valor de
0>0, dado um £>0, ndo é Unico. Na visualizacdo da definicdo de limite, figura
acima, o valor de ¢ foi escolhido como sendo o maior que ir4 garantir que se
xe(a-5,a+5), x#a,entdo f(x)e(L-g L+¢).

Exemplo 1: Para mostrar, por definicéo, que Iirg(2x—l)=5 devemos mostrar
X—>

que, para cada >0, existe >0 tal que se XG(3—5,3+5), x=3 (ou seja,
0<[x-3|< &), entdo [(2x-1)-5| <&. Assim, para um dado &>0, podemos

escolher ¢ =§ . Essa escolha funciona, pois se 0<|x-3|<5 entdo

[ 1(9-5]=[(2x-1)-5[=|2x-6| = 2[x-3|<26=27 = &,

como queriamos demonstrar.

Observa(;éo 2. Vejamos, por exemplo, tomando £=0,01 um nimero &
apropriado tal que para todo xe(3-5,3+45), x#3, implica que

|(2x-1)-5| <0,01 é 5:%:0,005.
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Notemos que 0,005 é o maior valor de ¢ que ird garantir que se
0< |x-3|<d entdo |(2x—-1)-5| < 0,01. Qualquer valor positivo menor que 0,005
também serviria como escolha do ¢ .

Veremos, nos exemplos a seguir, alguns limites que servirdo de base para
determinacéo de limites de expressdes mais complexas.

Exemplo 2: Limite de uma funcao constante. Dado ke R e f a fungéo

definida por f(x) =k, Vv xeR, temos que lim f(x)=Ilimk=Kk. Para mostrar, por
X—a X—a

definicdo, que lim k =k devemos mostrar que, para cada ¢>0, existe §>0 tal
X—a

que se xe(a-J,a+5), x#a (ou seja, 0<|x—a|<d), entdo |f(x)-k| < .
Assim, para um dado ¢>0, podemos tomar qualquer 6 >0 . Essa escolha funciona,
pois se O<|x-a|<s entdo |[f(x)-k|=|k-k|=0<¢, como queriamos

demonstrar.

Exemplo 3: Limite da funcéo identidade. Seja f a fungdo definida por

f(x)=x, ¥V xeR entdao lim f(x) = limx =a. Para mostrar, por definicdo, que
X—a X—a

limx =a devemos mostrar que, para cada &>0, existe >0 tal que se
X—>a

xe(@a-s,a+5), x#a (ou seja, 0<|x—a| <5), entdo |f(x)-a| =|x-a|<e.
Assim, para um dado ¢>0, podemos escolher 6 =¢ . Essa escolha funciona, pois se
0<|x-a|<& entdo | f(x)-a|=|x—a| <& = &, como queriamos demonstrar.

Teorema (Unicidade do limite): se lim f(x)=L e lim f(x)=M , entdo L = M . Em
X—>a

X—>a

outras palavras, se o limite existe, entéo ele é Unico.

Demonstra(;éo: Desejamos mostrar que L = M sabendo-se que lim f(x)=L e
X—a
lim g(x) =M . Da definicdo formal de lim f(x)=L e limg(x)=M , temos que dado
X—a X—a X—a

qualquer ¢ >0, existem os numeros 6; >0 e 6, >0 tais que

O<|x-a|<é = [f()-L|<e e O<|x-a|<s, = [f(X)-M|<e&.
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Assim, tomando o nimero 6 como sendo o menor valor entre 0s nimeros o; e

5, tem-se que 5< 5, e 5< 45, . Portanto, se 0<|x—a|<d& entdo

O<|x-a|<s<s; = |[f(X)-L|<e eO<|x-a|<s<s, = [f(X)-M|<e.

Dai, para o dado valor de ¢>0, existe >0 talque se 0 <|x—a|<dJ entdo

O<|[L-M|=|L-f)+f(X)-M|<|L-f(X)|+]|f(x)-M|
=[f)-L[+[f()-M|< &+e=2¢

Pela arbitrariedade do numero positivo &, podemos tomar & tdo pequeno

quanto queiramos e, da desigualdade O < | L-—M | < 2¢, segue que

IL-M|=0=L-M=0 = L=M,

como queriamos demonstrar.

22



c-ad Calculo Diferencial e Integral |

2.3 Propriedades dos Limites

Teorema (Propriedades dos Limites): Suponhamos que lim f(x)=L e que
X—a
limg(x)=M .
X—>a
P1 (LIMITE DA SOMA):
lim [ f()+g(x)]=lim f()+limg(x)=L+M ;
X—>a X—>a X—>a

P2 (LIMITE DA DIFERENCA):
lim[ f(x)-g(x)]= lim f(x)— lim g(x) = L-M
X—>a X—>a X—>a -
P3 (LIMITE DE UMA CONSTANTE VEZES UMA FUNGAO): lim [c- f(x)]=c- lim f(x) =c-L,
X—>a X—>a
para qualquer CelR ;
P4 (LIMITE DO PRODUTO):
lim[ f(x)-g(x)]= lim f(x)- limg(x) =L-M ;
X—>a X—>a X—>a

P5 (LIMITE DO QUOCIENTE):
lim f(x)
“m{f(x)} _xoa
g(x)

=— ,desde que limg(x) =M =0;
limg(x) M que fim g(x)
X—a

X—a

P6 (LIMITE DA N-ESIMA POTENCIA):

n
lim[ f()]" = [Iim f(x)} = L", para qualquer inteiro positivo n;
X—a X—>a

P7 (LIMITE DA RAIZ N-ESIMA):
lim ’{/f(x) =n/[lim f(x) = '{/f , desde que lim f(x) =L >0 e n é qualquer inteiro
X—>a X—>a X—>a

positivo ou lim f(x) = L <0 e n é qualquer inteiro positivo impar;
X—a

Observa(;éo 1: As propriedades listadas acima podem ser demonstradas
utilizando a definicdo formal de limite. Mas, no momento, o principal objetivo é a
utilizac@o destas propriedades para o célculo de limites.

Observa(;éo 2: As propriedades de limites continuam vélidas se substituirmos

X—a por x—>a" ou x—a .
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Exemplo 1: Se b,, b, e a sdo nimeros reais, entdo lim (b, x+b,) = b a+b, ,
X—a
pois utilizando os limites basicos vistos nos exemplos 2 e 3 (se¢do 2.2) juntamente
com as propriedades P1 e P3, temos que

lim(by x + by) = limby X+ limb, =b;y limx+ limb, = bya + b,
X—a X—a X—a X—a X—a

Usando os mesmos argumentos, podemos mostrar que para numeros reais b,
bp_1, ..., by, by temos que
lim (b, X" +b,  x" 4+ +b x+b,)=b,a" +b, ;a" +.--+ b a+b,

para todo n>2. Segue entdo, que:

e se p éuma funcio polinomial do tipo P(X)=b, X" +bpy X"t by X+ D, , para
todo n>0, entdo lim p(x) = p(a).
X—>a

e se f éuma funcdo racional do tipo f (x) =%, sendo p, q fungdes polinomiais,
g(x

entdo lim f(x) = IimM = LG = f(a).
X—a x—a q(X) q(a)

Observagao 3: Nos exemplos acima de limites com x tendendo a a , tivemos
sempre a no dominiode f e lim f(x) = f(a) Quando isto ocorre, dizemos que f €
X—>a

continua no ponto a . Falaremos mais adiante sobre estes tipos especiais de funcoes.

Exemplo 2: Para a fungéo f definida por f(x) =,/ (5x+6)(x—1) temos que

Propriedade (P; ) Propriedade (P, )

A (BXx+6)(x-1) = \/Iim (x+6)(x-1) = lim (5x+6)- lim(x-12)
X—2 X—2 X—2

Funcéo Polinomial

= J5.2+6)-(2-1) =16 = 4

lim
X—2

3
Exemplo 3: Para a fungdo f definida por f(x)= 5T -x
(x +3)2

temos que

. H 3
. 5x3_x Propriedade (Ps) )I(Iinl (5x7 = x) Fungo Polinomial 5 13 _ 1
lim 2 - T - 2 =1
=1 x°+3 lim (x©+3) 1+ 3

x—1
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Teste 0 seu conhecimento

1. Indique, como no exemplo anterior, as propriedades utilizadas no célculo do limite abaixo:

. 3 3
X312 - x 2 X'L”l(%“lz - Xéj lim X412 — lim x 2

lim — _ x4 x—4
X—>4 3_8 lim [3_8j lim 3— lim &
X x—>4 X x—4 x—4
li 12) | li 7
im(x+ —| lim x 3
ks x> 4 416 42 s
lim8 3_§
lim3—| X4 4
x—>4 lim x
X—4
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Observagéo 4: vale ressaltar que a propriedade P5 ndo é aplicavel se o limite

do denominador for zero. Entretanto, se o numerador e o denominador ambos
. X . a .

aproximam-se de zero quando aproxima-se de ~, entdo o numerador e O
. ~ X—a - .

denominador poderdo ter um fator comum (neste caso, o limite podera ser

obtido cancelando-se primeiro os fatores comuns, conforme ilustram os exemplos 4 e

5) ou podera ocorrer outras situacfes nas quais iremos abordar mais adiante.

3, a2
. X7 +3x°+x+3 -
Exemplo 4: Para achar lim ndo podemos utilizar a

x—>-3 x% + 3x

propriedade P5, pois o limite do denominador € zero. No entanto, o limite do

numerador também € zero e dai eles compartilham um fator comum X+ 3. Portanto
o limite pode ser obtido da seguinte maneira:

 x343x% +x+3 X+ D) O (x2+1)
lim = lim —2~ 7 = |im ~~—=
x—>-3 X2 + 3x x—>-3 X (Xx+3) x>-3 X
lim (x? +1
s IOTHD 0 10
lim x -3 3
X—-3

(*) Desde que estamos apenas supondo que o valor de X esteja aproximando-se do valor —3
, X ndo € igual a —3, ou seja, X+3=0. Assim podemos utilizar a simplificagdo algébrica
gue ndo tem efeito no célculo do limite, quando X se aproxima de —3 . Dai, posteriormente,

podemos aplicar a propriedade P5 .

Observagao 5: No caso de lim f(x)=0 e lim g(x)=0 é comum dizer que
X— a

x— a
lim ) tem uma indeterminagé&o do tipo 9. Nesta situacdo, nada se pode afirmar
x—>a g(X) 0

de imediato sobre JLma%. Dependendo das funcBes f e g o limite do quociente
f(x)

) pode assumir qualquer valor real ou ndo existir. No exemplo 4 verificamos que
g(x

o limite existiu e seu valor foi —% ;

26



c-ad Calculo Diferencial e Integral |
0000000000090

Exemplo 5: Para achar Iimg\/;_g3 n&o podemos utilizar a propriedade P,
X—>9 X—

pois o limite do denominador é zero. No entanto, o limite do numerador também é

. . L . 0 :
Zero ou seja, temos uma lndetermlnagao do tipo 6 Para analisarmos esta

indeterminacé@o vamos proceder da seguinte forma:

0
f—s@ i X=X+ L x-9

lim = =
x—>9 X—9 x>9 (x—=9)(Wx+3) x-9 (x-9)Wx+3
lim 1
1 x —>9

x>9 x+3  lim (vVx +3)
X =9

1
6

Exemplo 6 (Célculo de um limite com mudanca de variavel): Para o caso

lim Yx -2

x—>8 X—-8

. o . 0 .
novamente temos uma lndetermlna(;ao do tipo 6 Para analisarmos

esta indeterminacdo, fagamos a mudanca de variavel y:§/;. Dai, temos y3 =X e

guando x tende a 8, Y tende a 2 (em simbolos: se x — 8, entdo y — 2). Portanto,

0
gl _
-2 20 y=2 gy y -2

x—>8 X—8 y>2y3 -8  yo2 (y- 2)(y2+2y+4)
. 1 Ps ylinz1 1
= lim Y

y>2 y2+2y+4 ~lim (y? +2y+4) 12
y—2

J8+h -2 .
Exemplo 7: Para calcular hIimOT utilizamos a mudanca de variavel
-

y=3/8+h , conforme o exemplo 6, ou a mudanca de varidavel x=8+h (se h—0

entdo x — 8). Dai,

38+h -2 3Ix -2
lim Y— = |im =i
h -0 h x—>8 X—8 12_

Outro resultado importante no célculo de limites € o seguinte teorema:
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Teorema do Confronto (ou Teorema do "Saanduiche"): Sejam f, g e h fungaes
dfeflsudas em len)mtervalo abertci (iont? ( )80 I|m ﬁ((e)to pf_osswelmepte e(ns L

para todo e *~a , entdo *~4
A
y
\ h
g
Ll N _

I
|
I
|
l R
a x

Figura: llustracdo grafica do Teorema do Confronto

Observacao 6: A ideia deste resultado é que podemos determinar o limite da
funcdo g bastando para isso conhecer os limites das funcdes f e h que delimitam

g nas proximidades do ponto a .

Observagéo 7: O teorema do Confronto é também vélido se substituirmos
X—>a por x—>a" e x—a .

Exemplo 8: Seja a fungdo Q definida por g(x):xsen%. Vimos, pelo gréafico

de g, que lim (x senljzo. Uma alternativa para o célculo deste limite, sem o
x—>0 X

conhecimento do grafico de g , € utilizar o Teorema do Confronto, como segue:

Sabemos que -1< sen1 <1 para todo x =0 . Assim,
X
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1 . .
e para X>0 temos que —x < xsen— < x.Como lim (-x)=0 e lim x=0
X x—07" x—>0*

. 1
segue, pelo Teorema do Confronto, que lim (xsen —j =0.
x—07" X

1 .
e para X<0 temos que —x > xsen— > X ou, equivalentemente,
X

1 . .
x < xsen— < —x para X<0.Como lim x=0 e lim (-x)=0, segue, pelo
X x—0~ x—0~

. 1
Teorema do Confronto, que lim (xsen —j =0.
x—>0" X

Portanto, como lim (xsenl)zo e lim [xsenl)zo, temos que Iim(xsenljzo.

x—0"t X x—=0" X x>0 X

2.4 Limites no Infinito e Limites Infinitos

Até o momento estudamos os limites do tipo lim f(x)=L onde a e L
X—a

representam nuameros reais. Entretanto, podemos considerar outras situacdes:
Vejamos os exemplos abaixo:

X
Exemplo 1: Considerando a fungéo f definida por f(x) = Y

Investiguemos o comportamento de f(x), quando x cresce indefinidamente.
Novamente vamos fazer o uso de uma tabela de valores:

X 10 100 1000 10000 100000 1000000
f(x) 1,25 1,02 1,002 1,0002 1,00002 1,000002

Note que & medida que x cresce indefinidamente os valores de f(x) tornam-se
cada vez mais proximo de 1.

Por outro lado, observando o grafico de f abaixo, vemos que quanto maior o

valor de X, mais proximo de 1 estara f(x).
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Figural: Gréafico da funcdo f(x) :—2
X_
Assim, podemos tornar f(x) tdo proximo de 1 quanto desejarmos, bastando

para isso tomarmos valores para x suficientemente grandes. Usaremos a nhotacéo
X —+o para representar o crescimento indefinido de x Dai, dizemos que existe o

.. X , . .
limite de f(X)=ﬁ guando x tende a +oo e seu valor él. Simbolicamente,

. X . L
escrevemos lim —— =1 o qual deve ser lido como "o limite de f(x) quando X
X>+0 X =2

tende a +o0 éigual a 1".

Investiguemos agora o comportamento de f(x) quando X se aproxima de 2 por
valores superiores a2 (x —>27).

Novamente vamos fazer o uso de uma tabela de valores:

X 2,5 2,1 2,01 2,001 2,0001 2,00001
f (x) 5 21 201 2001 20001 200001

by

Note que & medida que X fica cada vez mais proximo de 2, por valores
superiores a 2, os valores de f(x) ficam arbitrariamente grande.

Por outro lado, observando o grafico de f , figura 1, podemos tornar f(x) téo

grande quanto desejarmos, bastando para isso tomarmos x suficientemente préximo
de 2, por valores superiores a 2. Para indicar este tipo de comportamento exibido

. . X
usamos a notagdo |lim —— =+o0 .
X—2t X— 2

C

ad
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Analogamente, podemos investiguemos tanto o comportamento de f(x),
guando X decresce indefinidamente (notagdo: X — —o0) quanto o comportamento de

f(x) quando x se aproxima de 2 por valores inferiores a 2 (x — 2~ ). Para esta
funcdo f podemos ainda indicar estes comportamentos usando a notacao:

. X . X
lim ——=1e lim ——=-o.
X—>—0 X—2 X2~ X—2

Observacdo 1. Convém ressaltar que o simbolo « nZo é numero real e,
consequentemente, ndo podem ser manipulados usando regras de &lgebra.

Por exemplo, ndo é correto escrever (+w)—(+0)=0. Dizer que um

determinado limite de uma funcao existe significa dizer que o valor do limite € um
numero real Unico. No caso acima,

lim
X—2t X— 2

= 4+ 00

€ simplesmente uma forma particular da ndo existéncia do limite. No entanto,
escrever que

lim
X—2T X— 2

=+

€ uma informacdo adicional que, além de dizer que o limite ndo existe, estamos

informando que, se x — 2% entdo os valores f(x) ficam arbitrariamente grandes.

Pode suceder também que, quando x se torna muito grande f(x) se torna

muito grande, ou muito negativo. No primeiro caso, indica-se XIim f(X) =+ e, no

—>+00

segundo, lim f(x) = —oo. Além desses, temos de considerar ainda lim f(x) =+
X—> -+ X—>-

lim f(x) =-o0.
e Jim, £09= =

Daremos a seguir as definicbes dos simbolos de diversos tipos de limites. Ao
invés de procurar decora-las, vocé deve intui-las geometricamente. Faga a ilustracdo
grafica de cada definicéo.

Simbolo Definicéo
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limf(x)=L - -

lim 1(x) Ve>0 36>0 taque 0<|x-a[<d = |[f()-L|<s
lim f(x)=L Ve>0 36>0 (a1 que a<x<a+s = [f()-L|<e
x—a ' ’ )
lim f(x)=L V8>0, 35>0,talque a-o<x<a > |f(X)—L|<8
Xx—a

XE)wa(X):L Ve>0 3IN>0 g que x> N = |f()-L|<e.

lim f(X) =+ VM >0 36>0 a1 que a<x<a+s = f(x)>M

X—a

lim £ (x) =~ VM <0 36>0 g que a<x<a+s = f(X)<M
X—a

lim f(x) =+ VM >0 36>0 taque a-—d<x<a = f(X)>M
X—a—

lim f(x)=— VM <0 36>0 taque a-d<x<a = f(x)<M
X—a—

lim f(x) =+o0 VM >0 3IN>0 ag1que x>N = f(x)>M

X—+00 ' ’

lim f(x) =-o VM <0 3IN>0 ta1que Xx>N = f(xX)<M

X—>+o ! !

Xlim f(x) =+ VM >0 3IN<O a1 que Xx<N = f(x)>M

——0

Xlim f(x)=-o VM <0 3IN<O taque Xx<N = f(x)<M

—>—®0

Tabela: Defini¢cdes formais dos casos de limites de funcdes

Observa(;éo 2: As propriedades de limites listadas na secdo 2.3 continuam
validas se substituirmos X —a por X — +o ou X — —o0,

Observacdo 3: Para o calculo de limites infinitos e limites no infinito
utilizaremos o seguinte teorema, cuja demonstracdo segue das definicdes listadas
acima.

Teorema: Se n é um ndmero inteiro positivo qualquer, entéo
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) 1 } 1 ) 1 . 1 +00 Se n € par
lim —=0 Ilim —=0 Ilim —=+4 Ilm—n= . .
X—+o0 " X——o0 " X—0" X X—0~ X —o Seé n e Impar

Observagéo 4. vale ressaltar que podemos intuir os resultados do teorema
acima observando o comportamento dos graficos:

Y Y

Figura 2: Grafico de f(x):in, n impar Figura 3: Grafico de f(x) :in, n par
X X

. 7x% -2
Exemplo 2: Para achar _lim ————— fagamos
X—>+0 3" —10x +1
4 x4 7—£ 7_i
. 7x* -2 . x4 . x4 ™ 7-0 7
lim ————=— = |im = lim = _f
x>+ 3x4 10X +1 X+ 4, 10 1 X—>+00 3_E+i 3-0+0 3
A S e 37 4
X3 x x> X

. 2 10 1 .
(*) Do teorema anterior segue que —+» —3» — tendem a zero quando X se torna muito
X X X

grande. Além disso, utilizamos também as propriedades de limites dadas na se¢do 2.3.

2

Exemplo 3: Para achar lim

——, facamos
x—>—0 3x% —10x ¢
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2
7x2 -2 Xz( _2J 1 7_% ¢ 7
lim = lim /- lim = —X —0.L-0
x—>-03x% _10x X , 10 X——0 x2 10 3
X 3——3 3‘)(*3
X

(*) Do teorema anterior segue que — e — tendem a zero quando X se torna muito

negativo. Além disso, utilizamos também as propriedades de limites dadas na secdo 2.3.

Observagéo 5: 0 Teorema do Confronto é também valido se substituirmos

X—>a por X —>+w ou X— —ow. Vejamos os exemplos.

Exemplo 4: Para achar lim % ndo podemos utilizar a propriedade P5,
X—>+0

pois o limite do denominador ndo € um nuamero real ( lim x = +o). Além disso,
X—> +0

observe também que nado existe limsenx, ou seja, #
X—>+00

deste fato, observe o comportamento do grafico da funcdo f(x)=senx, quando x

limsenx (Para se convencer
X—>+00

cresce indefinidamente).

. senx - .
Para resolver lim —— devemos utilizar o Teorema do Confronto. Vejamos,
X— +©

=

< = para todo

senx 1
X

sabendo que -1<senx <1 para todo xe R, tem-se que —=<
X X

sen X
=0.

. 1 .1 .
x>0.Como lim-==0-¢€e lim ==0, segue que lim
X—>+00 X X—>+00 X X—> +o©

Exemplo 5: Para calcular lim (\/x+ — «/x) facamos
X—>+00
. . VX+1+4x X+1-X . 1
lim (Vx+1 - vx)= lim{Yx+1 - Vx) ——== lim ——"—= |lim —————.
x—>+oc( ) x—>+oo( ) ‘/X+l+ ‘/X X—>+°O‘/X+l+ ‘/X X—>+00 ,X+l+ /X

Agora vamos utilizar o Teorema do Confronto para resolver

lim

1
x40 X +1 + /X

Vejamos, para x>0 temos que
1

X+1 +\/;>0 = ——>0, Vx>0
\/x+1+\/; )
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Por outro Iado,

x+1 > /x VX>0:>\/X+1+\/;>\/;+\/_=2\/; Vx>0

1 VX>O_

1
= < ,
JX+1 +\/; 2\/;

Portanto, para todo x>0, temos

1 1
< < .
VX+1 + \/; 2\/;
Umavez que lim 0=0 e lim —_0 segue que
X—>+00 X—>+00 2\/_
li - li =0.
Jim (ST )= xiTwJX—H T

Observacéao 6: Na pratica, para calcular

lim

1
x>+ A[X + 1+4/X

procedemos da seguinte maneira: Como +/x+1 e Jx crescem indefinidamente

quando x cresce temos que Jx+1++/x cresce indefinidamente, guando X cresce.

Assim, quando X cresce,

1 1
————— tende a zero, isto é, lim ————=0.
\/X+1+\/; Xa+oow/X+l+\/_

Observacéo 7: No caso de lim f(x) =+ € Jim g(x) =+ é comum dizer que

X—a

lim (f(x)—g(x)) tem uma indeterminacdo do tipo - . Nesta situacdo, nada se

X—a

pode afirmar de imediato sobre lim (f(x) - g(x)). Dependendo quais séo as funcdes
X—a

f e g o limite da diferenca pode assumir qualquer valor real ou ndo existir. No

exemplo 5 verificamos que o limite existiu e seu valor foi zero. Vejamos mais um
exemplo do caso de indeterminacédo do tipo «o—c em que o valor do limite existe e
nao € igual a zero.

Exemplo 6: Para calcular lim (Wx* +x? - x?) procedemos da seguinte

X—> +o0

forma:
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00—00 [y4 2 2
[\/x4+x2 - xzj [= ] lim (Vx*+x% - x2)-[ X TX X

J

X—>+00
Vx4 +x2 + x?

gim XXt X
X—> 400 /X4+X2 + X2 X—>+00 4 1 2
X7 1+—| + X

2

X

x2
= lim = lim
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2.5 Calculo de Limites

Em termos de calculos de limites, as seguintes formas sdo consideradas
. . 0 o
indeterminadas: —, —, ©—o, Oxw, 0°, «®, 1°
0 o

Na resolucéo do calculo de limite de expressdes que envolvem essas formas de
indeterminagfes € comum o uso de fatoracdes, simplificagbes, artificios algébricos
ou conhecimentos de limites especiais que possam eliminar as indeterminacdes e

avaliar corretamente os limites estudados.

Para orientar o célculo de limites no infinito daremos a seguir uma tabela sobre
o procedimento a serem seguidos. Ao invés de procurar decorar as propriedades vocé
deve utilizar a intuicdo, desde que ndo tenha um caso de indeterminacao.

lim £ (x) lim () h(x) lim h(x)

1 + 00 + o0 f(x)+g(x) + o0

2 —0 —® f(xX)+g(x) — 0

3 + 00 + o0 f(x) - g(x) (?) indeterminacéo
4 +00 k f(x) +9g(x) +00

5 —© k f(x)+g(x) —©

6 + 00 + o0 f(x)-g(x) +00

7 +00 —© f(x)-g(x) —®

8 + o0 k>0 f(x)-g(x) +00

9 + 0 k<0 f(x)-g(x) — 00

10 + o0 0 f(x)-g(x) (?) indeterminacéo
11 k o0 f(x)/9(x) 0

12 too + o0 f(x)/g(x) (?) indeterminagéo
13 k>0 0" f(x)/g(x) +00

14 + 00 0" f(x)/g(x) +00

15 k>0 0" f(x)/g(x) — o0

16 + 00 0 f(x)/9(x) —o0

17 0 0 f(x)/9(x) (?) indeterminagéo

Tabela: Principais casos envolvendo limites infinitos e limites no infinito

Nesta tabela:
« 0 simbolo # pode ser substituidopor a,a*, a”, +©, — .

e osimbolo 0 significa que o limite da fungéo é zero, todavia se aproxima de zero por valores
positivos para X — #.

e osimbolo O significa que o limite da fungdo é zero, todavia se aproxima de zero por valores
negativos para X — #.

Vejamos mais alguns exemplos:
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6
. x° —
Exemplo 1: Para achar _lim ————— fagamos
X—>-0 3x" +2x+1
. x6[1- 1 -1
. x> -1 . X8 . 2 X6 (*)
Iim ———— = lim = lim x*——=—— = +w
x>-03x4 4+ 2x +1 x>0 , 2 1) x> 2 1
XT3+ —+— 3+7+7
x3 x4 X X

(*) Utilizamos a propriedade 8 do quadro acima, pois quando X se torna muito negativo, X2 se

1
1- —
x° 1
torna muito grande, e o quociente ﬁ se aproximade —>0.
3+—5+—
X X

. X
Exemplo 2: lim = pois quando x tende a 2 pela esquerda, isto €, x
x—2" 7

tende a 2 por valores menores que 2, o numerador tende a 2, que é positivo. O
denominador, por sua vez, tende a 0, por valores negativos, pois x—2 <0 se x<2.

Logo, 5 <0 quando x estd proximo de 2 pela esquerda e torna-se muito

negativo a medida que X se aproxima de 2 pela esquerda.

. X
Exemplo 3: lim —2:+oo, pois quando X tende a 2 pela direita, isto &, x
x—>2t 4T

tende a 2 por valores maiores que 2, o numerador tende a 2, que é positivo. O

denominador, por sua vez, tende a 0, mantendo-se positivo. Dai,

X
> >0 e torna-

se arbitrariamente grande desde que X esteja suficientemente proximo de 2, mas
mantendo-se maior que 2.

Exemplo 4: Para achar lim

analisamos os limites laterais,
Xx=>2 4 —X

2
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. X .
lim > = Iim ——— =40 e |lim >
x—2~ 4 —X x>2~ (2=X)(2+x) x—>2t 4 — X

= —00 ,

Considerando que os limites laterais ndo foram representados pelo mesmo simbolo,

escrevemos A lim
X=2 4 —X

> -

Observacéo: Nos calculos de limites no infinito, quando

lim f(x)=+w e lim f(X) =+, escrevemos lim f(Xx) =+ .
x—at x—a~ x—a

Analogamente, quando

lim f(x)=-c e lim f(x)=-o
x—a’ x—a~

escrevemos lim f(x) = —oo.
X—a

Convém ressaltar que, em ambos os casos, ndo existe lim f(x) (lembre-se que
X—a

a existéncia de um limite significa dizer que o valor do limite € um numero real
Gnico). Escrever, por exemplo, que lim f(x) =+ é uma informag&o adicional que,
X—a

apesar do limite ndo existir, estamos informando que os valores f(x) crescem

arbitrariamente independentes de como aproximamos de a .

. 1
Exemplo 5: Para achar lim ———- vamos calcular os limites laterais:
X—3 (X -3)

lim ——=+0 e lim ;2=+oo_
x—3~ (x=3) x—3" (x = 3)

Considerando que os limites laterais foram representados pelo mesmo simbolo,

escrevemos lim ——— =+,
x—3 (X—3)
E lo6: P Icular lim 2X+3 d d inte f
Xemplo 6: Para calcular o o7 g procedemos da seguinte forma:
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X—>—00 5 ——© 5 \/E
(=X)-42- 5 )
X X
(+) Como X —> —o0 temos que X < O . Assim, VX2 = | X| = — X . De forma analoga,

quando X — 400 temos que X > O e portanto X2 = | X| = X _Dai resulta que

lim ﬂ:ﬁ

X—>+00 /2X2 -5
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Teste 0 seu conhecimento

1. Faca o que se pede:

1.1.Um estudante afirmaquese 0< S <1e 0 <|x+2| < & implica | X% + Xx—2| < 55 . Vocé
concorda ou discorda? Justifique apresentando os célculos.

1.2.Prove, usando a definicdo, que |im2(x2 +X)=2.
X——

2. Prove, por definicdo, que lim z=—2
x—>-1 X

3. Prove que lim =0, mostrando que para todo ¢ >0, existe um numero real N >0,

Xx—>+0 HX —

tal que se x> N entdo -0l<e¢.

5x-1

4. Nos exercicios abaixo, calcule os limites:

3
lim X+ 4 Iim&_l lim x(\/x2+1—x)

41, x>23% -1 413 x>l x=1 404 X%
. X2 +5x+6 3y _3 _ 5 5
42 lmT 414 lﬂfi_f; az0 4.25. XLIT‘” (\/X . _1)
43, fim¥2x+3 imYXi+a’-a o - XiTw(Vx2+x—x)
|imM a5, 0Vx% +b?% b o (%(3_“_)()
44, x>2 3x—4:; o Iy -1 P
. Hﬂ% a1, X -1 Ximw(i/x3+x_§/xs+l)
) X+4 Iim—W_ZW+1 2
""115\/2 s Ot (x=2) lim X+ /X + X
16, 2 im 3=V5+X 120 0 X+l
lim x* -4 418 ¥4 1-+5-x lim x3—2x+1
47002 );_2 5 “m\/H— 1-x 130, X x°-1
. X© —-6x°+11x-6 X0 X L X
48. !‘I_’ml x* -1 e lim 2X~5 431, xl—l>?+x—3
lim x3 —5x° +8x—4 420, x—>+o X+8 i X
19 *22x3 —7x? +16x-12 lim 2x3 -3x+5 130 o3 X—3
I (2+ X)4 -16 421, 77 4x° -2 lim ———
4.10. xljg) X lim 4x +3 433 x—>2+|X—2|
- Wfx+2-42 a2 AN A -7 lim —~_
411 lm X lim _4X+3 434 x>2" [X—2|
202 —8) + x szs TN -7 . Jim [In(x+2)=In ()]
4.12. XIIJT—]4 X+4
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5. Calcule os limites, se existirem. Se ndo existir, justifique a sua ndo existéncia.

3 . f(x+h)—f(x)
. X° +8 lim—>2"—~/— "\%
lim ———— 56, ) h Cf)=x
5.1 X2 2X° +6Xx+4 '
. e* se x>0
lim Injx -2 : f(x)=
5.2. x>2 <=2 - )!mf(x—4); {x+1 se x<0
x|
ll_rﬂ)T x2 |senl| se x>0
53. y X) = X
im g(x
lim (2’)‘ cosx) 58. x—>og( ); X se x<0
5.4, X—>+©
. 1
lim (x"’ cos—]
3
55 x—0 \/;
. f h)— f . ~
6. Encontre lim M para as seguintes fungoes:
h—0 h
2
51, F(¥)=x )=~
()= 6.3. X
f(x)=x
62 6a. T(X)=4x
7. Para cada uma das seguintes fun¢des ache lim M
X—2 X—=
1 — 3y 2 _
F(x)=2, x#0 S, f(x)=3x"+5x-1
X

7.1.
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2.6 Limites Fundamentais

Existem determinados limites que sdo chamados Limites Fundamentais e que
vamos utiliza-los para o calculo de outros limites. Sao eles:
LF1) lim 2% _ 1 (indeterminagéo do tipo %).

x—>0 X

X
LF2) Ilim (1+£j =¢ (indeterminacéo do tipo 1°), onde € é o namero irracional
X—>+00 X

neperiano cujo valor aproximado é 2,718281828459045...

X
LF3) lim [1+1J =e (indeterminacéo do tipo 1°).
X

X—>—00

X
LF4) lim®—1

=Ina (a>0, a¢1) (indeterminagéo do tipo 9).
x—>0 X 0

Saiba Mais: Para provar a veracidade do limite fundamental LF1 consulte uma das

referéncias bibliograficas listadas abaixo. Quanto a LF2 e LF3 a demonstracdo é
muito trabalhosa e utiliza conceito de séries.

Utilizando o software GeoGebra (encontra-se disponivel em www.geogebra.org)

sen X
X

1 X
podemos esbocar os graficos das funcdes f(x)= e 9(X) =(1+ ;) e observar o

comportamento dessas fungdes para verificar os limites fundamentais LF1, LF2 e LF3.

sen X
X

O gréafico de f(x)= , esbocado na figura 1, mostra que f(X) se aproxima del,
quando X se aproxima de zero.

Y
1

N

0 T

sen X

Figura 1: Gréafico da funcédo f(x) =
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X
Ja, o gréfico de Q(X)=(1+§j , esbocado na figura 2, mostra que g(X) tende

para o numero € quando X tende para (+) ou (-) infinito.

]

! Y

I

I

I

I

I

I

1 e
————————————— I —— e e e e e

i

I /’__—__

1 a1l

]

1. 0 T

I

I

I

I

X
1
Figura 2: Grafico da funcdo 9(X) =[1+ ;)

Justificativa de LF4

X

Quanto a veracidade da afirmacéo lim2——~=Ina (a>0, a=1)

x>0 X

- ., X X ,
utilizamos a mudanca de variavel Y=a" -1 e, nesse caso, a =1+Y. Dai,

log,(@*) = log,(1+Y), ou seja, x-log,a = log,(1+Yy). Como log,a =1 temos que
x = log,(1+y) . Assim, quando X—0 entdo y -0 e, portanto,

a¥-1 . y . 1 :
I|m0 = I|mOlog A ): Ilmol—z Ilrrz)—1
X—> X y—> allt+y y— 1 y— =

(yJ Ioga(1+ y) |0ga(1+ y) y

1 LF2 1
= = =logea =1Ina
1 log,e
log | lim(1+y)”
a| y—0
sen (3x)

Exemplo 1: Para calcular lim

facamos a mudanca de variavel U=3X.
x—0 X

. u .
Dai, temos X =§ e, quando x tende a zero, u tende a zero (em simbolos: se x>0,

entdo u — 0). Portanto, vemos que

c-ad




c-ad Calculo Diferencial e Integral |

. sen(3x . senu . senu . senu LF1
lim (3%) = lim =|lim3-——=3-lim—— = 3:1=3
x—0 X u—0 E u—0 u u—»0 U

3

Exemplo 2: Para calcular ljm SN (2)

, sendo acR-{0} procedemos
x—»0 ax

conforme o exemplo anterior. Fagamos a mudanga de variavel u=ax e verificamos

N ) . sen(ax ._senu LF1
que se x—0, entdo u— 0. Assim, lim ( )=I|m = 1.

x—>0 ax u—>0 U

cosh-1

Exemplo 3: Para calcular r!ing) fagamos
—>

_cosh-1 .. (cosh—1)(cosh+1) .,  cos’h-1
lim = [lim = lim ———
h cosh+1) h-oh (cosh+1)

h—0 h h—0
_ 2 LF1
i sen“h _ lim - senh_ senh = no0-=o0
h—0h (cosh+1) h-o

h cosh+1

. _cosh-1
Portanto, lim =
h—0

0.

1

Exemplo 4: Para calcular lim (1+ x)i analisamos os limites laterais
x—0

1 1

lim (1+x)* e lim (1+x)* . Em ambos os casos, fagamos a mudanga de variavel
x—0" x—0~

u== e utilizamos os limites fundamentais LF2 e LF3. Note que se x—0"1, entdo

u—+w e,se x>0 , entdo u— —o. Dai,

l 1 u l 1 u
lim (1+x)* = lim (1+—J —e e lim (1+x)*= lim (1+—j —e
x—0" U=+ u N U—>—o00 u

1

Portanto, lim (1+x)* =e.
x— 0

X
Exemplo 5: Para calcular lim (1+3] , sendo ac R {0}, facamos u=
X

X—>+00

> | o
®

verificamos que se x — +oo, entdo u—0 . Assim,
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X a 1]a 1l]a
. a . m . u . u Exemplo 4 a
lim (1+—) = lim (1+u)" = lim |(L+u) | = lim (1+u) = e

X—>+00 X u—0" u—0" u—0*

X
Portanto, lim (1+3] =e?.

X—>+00

Exemplo 6: Para calcular r!irrg)w sendo f(x)=senx fazemos:
-

lim f(x+h)—f(x) lim sen(x+h)—senx senx cosh +senh cosx —sen x

= lim
h—0 h h—0 h h—0 h
. senx(cosh—1)+senh cosx . cosh—-1 senh
= lim = lim| senx- + -COS X
h—0 h h—0 h h
(*)
= senXx-0 +1-cosx = cosx
Portanto, lim sen(x+h) —sen(x) _ COSX .

h—0 h

- . _ . . cosh-1
(*) Utilizamos as propriedades de limites, o limite fundamental LF1 e lim =0.

h—0
Observacao: Podemos mostrar que se f(x)=cosx entdo
lim XM = T _ i, cos(x+h) —cos() _ —senx procedendo analogamente
h—0 h h—0 h

conforme o exemplo 6. Deixamos este fato como exercicio.

X X
Exemplo 7: Para calcular lim2 —b facamos:
x—0 X
X pX b b -
im2 0 im0 I i px [A2L | o -In(ij - In(ij
x—0 X x—0 X x—0 X b

. a¥-p* a
Portanto, lim = In[—).
x—0 X

2.7 Funcdes Continuas

Na linguagem cotidiana, usamos a palavra continuo para nos referirmos a uma
situacdo que ndo se interrompe ou ininterrupta. Por exemplo, dizemos que o tempo é
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continuo. Também, é de senso comum que um objeto em movimento ndo pode, em
um s6 instante, desaparecer de uma posi¢do e reaparecer em outra. Desta forma, seu
movimento descreve uma trajetéria bem comportada, sem falhas ou buracos.

Antes de apresentarmos o conceito de continuidade, vamos analisar alguns
graficos de funcgdes:

(i) (i) (iii)

" /
" /
" /

Figura 1: llustracdo gréafica de algumas fungdes

Observe que:
e em (i), T(a) ndo esta definida;

e em(ii), lim f(x)=L e lim f(x)="f(a),mas lim f(x)= lim f(x) ouseja, # lim f(X)
x—a~ x—at x—a~ x—at X—a

e em (iii), existem f(a) e lim f(X), mas lim f(x) = f(a).
X—a X—a

Definicdo: Dizemos que uma fungdo f ¢é continua em um nimero a se satisfaz as
seguintes condicdes:
o existe f(a) ouseja, a pertence ao dominio de f ;

e existe lim f(x);
X—a
lim f(x) = f(a)
° X—a
Se uma das trés condi¢fes acima nao for satisfeita dizemos que f é descontinua em
a e o ponto a € chamado ponto de descontinuidade de f .

Observagéo 1. Ao utilizar a definicdo para mostrar que uma funcdo f ¢é

continua em um numero basta verificar a condicdo (iii), porque com isto, as duas
primeiras condicdes ja ficam analisadas.

Observacao 2: Note que se f é continua em a entéo a propriedade (iii) nos
diz que lim f(x)= f(limx).
X—a X—a
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Observa(;éo 3: Nas ilustr§(g§%% graficas das funcgdes listadas na figura 1 todas
as fungdes sdo descontinuas em ~

x . 1-x se x<1 , .
Exemplo 1: A funcdo f definida por f(x)={\/x—1 se yxo1© continua em

x=1. De fato, pela defini¢cdo de funcédo continua, temos:

(i) f(1) =0, ouseja, 1 pertence ao dominio de f ;

@) lim f(x)=lim(@1-x) =0 e “m+ f(x) = lim +¥x-1 =0. Dai, como os limites

x—1" x—1" Xx—1 x—1t
laterais & esquerda e a direita sdo iguais, temos que lim f(x) =0.
x—1

lim f (x) =0=f (1)
(iii) x—1

-1 4

Figura 2: Grafico da fungdo f

Exemplo 2: seja g a fungéo definida por g(x)=

Note que g € descontinua em x=2. De fato,

2 —_— —
limg(x) = lim =2 _ jim & =2042) _ ix12)=4 e g(2)=6
X—2 Xx—2 X—2  x-2 X—2 X—2

e desta forma Iing(x) # g(2), ou seja, a condicao (iii) da definicdo de continuidade
X—>

ndo é satisfeita.
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Figura 3: Gréfico da funcédo ¢

x+21 se x<0
Exemplo 3: Considere a fungdo h definida por h(x) = _T se 0<x<2.
_x_3 se X>2
4 2

Vamos mostrar que h é descontinua em x=0 e continuaem x=2.

(i) h é descontinua em X =0.Com efeito, analisando os limites laterais temos:

lim h(x) = lim (x+1) =1e lim h(x)= lim — =0
x—0~ x>0~ x—0" x—0"
Dai, concluimos que nédo existe Iimoh(x), ou seja, a condicdo (ii) da definicdo de
X—

continuidade nao é satisfeita.

(ii) h € continua em X=2. De fato, de maneira analoga, € necessario analisarmos
os limites laterais. Vejamos:
2
. . —X . . (—-x 3
lim h(x) = lim — =-2 e lim h(x)= lim|—-=|=-2
2 4 2

x—2~ x—2~ x—2t x—2"
Dai, resulta que limh(x) =—-2 e como h(2)=-2 temos que limh(x) =h(2).
X—2 X—2

»

y

Figura 4: Grafico da fungdo h
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Definicdo: Dizemos que:

e f écontinuaadireitaem a < lim f(x)=f(a);
x—a’

e f écontinuaaesquerdaem b < lim f(x)= f(b);
x—b

e f ¢ continua em um intervalo aberto (a,b) se for continua em cada ponto de (a,b);
e f ¢é continua em um intervalo fechado aberto [a,b] se for continua em (a,b), continua a

direita em a e a esquerdaem b;
e f ¢ continua se for continua em cada ponto de seu dominio.

Observa(;éo: De forma analoga, podemos definir uma func¢@o continua nos
intervalos [a,b), (a,b], (—oo,+x), [a,+x), (a,+©), (—wo,b], (—w,b). A figura abaixo
ilustra o grafico de fungbes definidas num intervalo fechado [a,b].

A A

y A

y y

5
j
j

R J

al——
)

£ 4
3 4
al--
o~ b--
B 4

Q
Sy S

(i) (i) (i)

Figura 5: Ilustracéo grafica de algumas funcgdes definidas em [a,b]

e Afuncio (i) € descontinua a direita em X=a e continua a esquerdaem x=Db;
e Afuncio (ii) é continua a direita em X=a e descontinua a esquerda em Xx=Db;
e A funcdo (iii) € continua a direitaem X=a e a esquerdaem X=D0.

Exemplo 4: Para mostrar que a funcdo f definida por f(x)=+v2x-6 é
continua devemos mostrar que f é continua em cada ponto de seu dominio que é
dado por [3,+=), ou seja, necessitamos investigar a continuidade de f no intervalo
aberto (3,+x) e a continuidade a direita no extremo x =3 . De fato,

e f écontinua adireitaem X =3 pois Iim+ f(x)= Iim+ V2x-6=0=f(3).

x—3 x—3
e f écontinua em (3,+) pois para qualquer ¢ € (3,+) tem-se que

lim f(x) = limv/2x-6 =+/2c-6 = f(c) .

X—C
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2.8 Propriedades das Func¢des Continuas

Daremos a seguir alguns resultados de fung¢des continuas que seguem da
definicéo e das propriedades de limite vistas anteriormente.

Teorema 1: Se as funcdes f e g sdo continuas em um nimero a , entéo:
e f+g écontinuaem a;
e f—g écontinuaem a;

e f.g écontinuaem a;

fo
o E ¢é continua em a , desde que g(a)=0.

Teorema 2:

e Toda funcao polinomial é continuas para todo namero real;

e Toda funcéo racional é continuas em todo o seu dominio;

e As funcdes trigonométricas sdo continuas em todo o seu dominio.

e As funcdes exponencial e logaritmica sdo continuas em todo o seu dominio.

O conhecimento de quais func¢des sdo continuas nos capacita a calcular de
maneira mais rapida alguns limites, como no exemplo a seguir:

3 5.2
Exemplo 1: Para calcular  lim xTrax'+3
x>-1  6-2X

x3+2x2+3 n . .
podemos observar que f(x):W € uma funcdo racional cujo

dominio é IR—{3} . Do teorema 2 sabemos que f ¢é continua. Portanto,
x3 +2x2 +3 (D3 +2-(-D%+3 1

lim 2222 T2 — im f(x) = f(QQ) = =
x—>-1 6 — 2x x—>-1 6 - 2(—1) 2

o1
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5x-3 se x<1

Exemplo 2: Consid fungdo f(x)=
p onsidere a funcéo f(x) od  se x> 1

sendo k uma constante real. Vejamos se € possivel determinar um valor de k de
modo que a funcdo f seja continua. Note que, para x <1 temos que f(x)=5x-3 e

portanto é continua. Por outro lado, se x>1 temos que f(x)=kx® e da mesma
forma é continua. Dai, para analisar a continuidade de f , basta analisar a
continuidade em x =1. Como

lim f(x)=lim (5x-3)=2 e lim f(x) = lim kx® =k

Xx—1" Xx—1" x—1" x—1"

temos que para que exista Iimlf(x) é suficiente que k =2. Dai, f é continua em
X—

x =1 pois Iim1 f(x)= f(1)=2=k. Portanto, para que f seja continua o valor de k
X—>

deve ser igual a 2.

Teorema 3: Se limg(x) =b e f é continua em b, entdo
X—a
lim(f o g)(x) = lim f(g(x)) = f(limg(x)) = f(b)
X—>a x—>a x—>a .

Se g écontinuaem a e f é continuaem g(a)=b entdo f og é continuaem a,
ou seja,

lim(f o g)(x) = lim f(g(x)) = f(limg(x)) = f(g(a))=(f - g)(a)

X—a X—a X—a

Exemplo 3: Para justificar que a fungdo h(x)=e*"* é continua observamos

que h(x)=(fog)(x), sendo f(x)=e* e g(x)=senx. Como f(x)=e* e g(x)=senx
sdo fungdes continuas para todo nimero real segue, pelo teorema 3, que a composta
h=fog é continua.
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Observa(;éo 1: O conhecimento do teorema 3 nos permite justificar, por
exemplo, as seguintes propriedades de limites:

n
lim [ f(x) ]" = [Iim f(x)} , para qualquer inteiro positivo n;
X—a X—a

e lim r{/f(x) =n/[lim f(x) , desde que lim f(x)>0 e n é qualquer inteiro
X—a X—a X—>a

positivo ou lim f(x)< 0 e n é qualquer inteiro positivo impar;
X—>a

e limIn[f(x)]= In[lim f(x)} , desde que lim f(x) >0;
X—>a X—a X—>a

e limcos[f(X)] = cos{lim f(x)} , desde que exista lim f(x);
X—>a X—a X—a

e limsen[f(x)]= sen{ lim f(x)} , desde que exista lim f(x);
X—>a X—>a X—>a
lim f(x)
° Iimef(X)zeX%a

, desde que exista lim f(x).
X—>a X—a

Teorema 4: Seja f uma funcdo continua num intervalo | . Seja J=Im(f). Se f

admite uma funcdo inversa g = f1:3 51, entdo g € continua em todos 0s pontos
de J .

Observagéo 2: Com auxilio do teorema 4 podemos justificar a continuidade de
varias funcgbes inversas, como por exemplo, y=Inx, y=arcsenx, Yy=arccosx,

y =arctgx .

Teorema 5 (Teorema do Valor Intermediario - TVI): Se f é continua em um
intervalo fechado [a,b] e se w é um nUumero entre f(a) e f(b) entdo existe ao
menos um ndmero ¢ em [a,b] tal que f(c)=w.
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f()

fle)=w
f@

Figura 1: llustracdo grafica do Teorema do Valor Intermediéario

Observagéo 3: O teorema afirma que quando x varia de a até b a funcéo
continua f assume todos os valores entre f(a) e f(b). Graficamente, para
qualquer nimero w entre f(a) e f(b), a reta y=w intercepta o grafico de f em
pelo menos um ponto. Dai concluimos que o grafico de func¢des continuas podem ser
tracados sem retirar o lapis do papel, isto €, ndo ha interrupgdes no grafico.

Uma infinidade de problemas pode ser reduzida a encontrar raizes da equacéo
f(x) =0. Um procedimento para aproximacgdo de raizes estd baseado na seguinte

consequéncia do Teorema do Valor Intermediario:

Teorema 6 (Teorema de Bolzano): se f ¢ uma fungdo continua num intervalo
fechado [a,b] e f(a)- f(b) <O (isto é, f(a) e f(b) sdo diferentes de zero e tem
sinais opostos) entdo existe ao menos um numero ¢ entre a e b tal que f(c)=0,
isto é, f tem um zero em [a,b].

Ry

(@

Figura 2: llustragdo gréafica do Teorema de Bolzano
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Exemplo 4: para mostrar que f(x) = x> +2x% —6x3 +2x -3 tem um zero entre
1 e 2 observamos inicialmente que f €& uma funcéo polinomial e portanto continua
para todo numero real, em particular, sera continua no intervalo [12]. Uma vez que
f()=-4<0 e f(2)=17 (f(1)-f(2)<0), o Teorema de Bolzano garante a existéncia

de um nimero ¢ entre 1 e 2 tal que
f(c)=c®+2¢*-6c3+2c-3=0.

Note que, o Teorema de Bolzano nédo informa qual é o valor deste numero c e
nem garante a unicidade. No caso deste exemplo, podemos mostrar que também
existe uma raiz entre -1 e 0 ja que f € continua no intervalo [-10] e

f(-1)- f(0) <0. O gréafico abaixo ilustra a localizagéo das raizes as quais mostramos a
sua existéncia.

4

Figura 3: Gréafico da funcdo f(x)= x4+ 2x% —6x° +2x-3

Observa(;éo 4: Este exemplo ilustra um esquema para a localizagdo de raizes
reais de um polindmio. Utilizando um método de aproximacdes sucessivas, podemos
aproximar cada zero do polindmio com qualquer grau de precisdo bastando enquadréa-
los em intervalos cada vez menores.

Uma forma equivalente do Teorema de Bolzano € a seguinte resultado:

Teorema de Bolzano (Forma equivalente): se uma fungdo f ¢é continua num
intervalo fechado e nédo tem zeros neste intervalo, entdo ou f(x)>0 ou f(x) <0 em
todo intervalo.

955



Calculo Diferencial e Integral | c-ad
—— 0000 00——00—n0——00000000000—00000000000—0—00—000000009009090909090909090909090090909090909090090909090909090909090

Podemos utilizar este resultado para estudar o sinal de uma funcédo f , isto é,
encontrar, se existirem, os intervalos onde f(x)<0, os intervalos onde f(x)>0 e os
pontos em que f(x)=0, conforme veremos no proximo exemplo.

Exemplo 5: Para estudar o sinal da fungéo f definida por

6(—2 + x)(1— 3% + 3x?)
(2-3x)°

f(x)=

observamos, inicialmente, que f € uma funcao racional, logo continua em

2
D(f):IR—{E}.

Assim, temos que f é descontinua somente em x = % .
Além disso, x =2 é a Unicaraiz de f . Portanto, f é continua nos intervalos abertos
(—oo,%), (%2) e (240). Analisemos o sinal de f no intervalo (—oo,%]. Como,

neste intervalo, f é continua e ndo tem zeros entdo, pela forma equivalente do
Teorema de Bolzano, ou f(x) >0 ou f(x) <0 em todo intervalo. Dai, basta analisar
o sinal de f em um anico ponto teste deste intervalo, como por exemplo, em x=0.
Assim, como f(0) <0 tem-se que

f(x)<0, VXe(—oo,gj ;
3
Analogamente, concluimos que
f(x)>0), VXE[%,ZJ e f(x)<0, Vxe(2,+»)

ja que, por exemplo, f(1)>0 e f(3)<0. Para simplificar, € comum utilizarmos o
diagrama abaixo para representar o sinal da funcéo:

wlno

6(=2 + X)(1— 3x + 3x?)

Figura 4: Diagrama do sinal da funcdo f(x)= 3
(2-3x)
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Exemplo 6: Vejamos os graficos | e Il da figura 5:

Ay Ay

Ry

b /

/a

Figura 5: Gréfico | Grafico Il

/

Observe que, no grafico I, a fungdo muda de sinal em a que é um *“zero” da
funcdo. Ja no grafico Il, a fungdo muda de sinal no ponto a que é um ponto de
descontinuidade da fungéo.

Podemos concluir que se uma funcdo f muda de sinal em x=a, entdo ou
f(a)=0 ou f é descontinua em a. Isto é, os Unicos pontos em que uma fungdo
pode mudar de sinal sdo aqueles onde ela se anula ou onde é descontinua.
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Teste 0 seu conhecimento

Nos exercicios abaixo vocé deve justificar todas as respostas explicitando o raciocinio
utilizado.

1. Utilizando os limites fundamentais, encontre os limites abaixo:

. 1-cosx 3\
il lim [1-2
L1 X0 X 14 X+ X
lim sen (5x) o5 g
12,20 7X lim=—
1.5. x—0 X
X
lim (1+g)
13 X—>+00 X
. f(x+h)-f(x
2. Encontre lim M para as seguintes funcdes:
h—>0
21, flx)=cosx 5y f(x)=a - f(x)=log, x

3. Encontre, quando existir, os pontos de descontinuidade de f e faca um esboco do gréfico de
f em cada caso:

X X+3 2Xx+3 se x<4
f(x) = f(X)=—y o _
3.1, |x|-3 30 | X +3x| F00=17.20 s >4
3.3 X

4. Determine o(s) valor(es) de k , caso exista(m) para que a fungdo seja continua.

—x2 3 B
F(X) = 7 >2< se x<1 ¥X+8-2 se x20
kx se x>1 X
41. f(x) =
2 < k se x=0
f(x):{ kx se x<2
42, 2x+k se x>2 43,
2
Sen 9x) (3%) se x>0
x2
f(x)=
k x se x<0
44,
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5. Determine, se possivel, os valores das constantes a e b de modo que a funcéo f abaixo
seja continua em (—00,+0) |

1

xsenY+b se x<O0

F(x) = 2a se x=0

3x+2
X X
1+— se x>0
2

: | x]|-1
6. Seja f(x)=
eja T(x) | x+1|

+2 uma funcdo real de variavel real.

6.1.Escreva T comouma funcao definida por partes;
6.2.Faca um esboco do gréafico de f.

6.3.Encontre lim f(x) e lim f(x), seelesexistirem. Afuncdo f écontinuaem x=-1?
x—>—1" x—>-1"

6.4.Encontre lim f(x) e lim f(X), se eles existirem. A funcdo f & continuaem x=0?
x—0* x—0"

2 _ z
7. Mostrar que f(X)=sen“X—X tem umaraizentre —— e

z
4 " 2
8. Prove que f(X)=—1 tem pelo menos uma solugdo em (—2.-1)  sendo f(X)=x>—x*+4

9. Mostre que f(x)=x’+x®—4x+4 possui pelo menos uma raiz real.

3(x? +4)°(1-x?)
(4x-2)°

10. Estude o sinal da funcdo f definida por f(x)=
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CAPITULO 3. DERIVADA

3.1 Reta Tangente a uma Curva

O desenvolvimento do calculo foi estimulado, em grande parte, por dois
problemas geométricos:

Problema das Tangentes: Calcular o coeficiente angular da reta tangente ao
grafico de uma funcdo em um ponto dado P, veja figura 1.

Problema das Areas: Calcular a area da regido sob o grafico de uma funcéo de
x, até x,, veja figura 2.

Tradicionalmente, a parte do célculo que estuda o problema das tangentes é
chamada de célculo diferencial e a parte que estuda o problema das areas é
chamada de calculo integral. Estes dois problemas estdo relacionados através do
conceito de limite.

&
Ay S Ay
| &
P
4
R
> — >
X X, X Xy X, X
Figura 1: Reta tangente a curva no ponto P Figura 2: Area da regido limitada R .

A partir de agora estudaremos as idéias e as técnicas desenvolvidas para
resolver esses problemas e as aplicacdes originadas deles.

Antes, porém, lembremos como determinar o coeficiente angular m (ou
inclinagdo) da reta r que passa pelos pontos (xq,y;) € (X5,Y,). Para isso, basta
observar que a inclinagdo de uma reta é definida por m=tga e utilizar a definicao

A A - .
de tangente de um angulo « obtendo m=tga _Y _Yam N , conforme ilustrado na

AX X5 —Xq

figura 3.
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P mm—————

(z1,91)

v

Figura 3: Inclinacdo de uma reta

Dai, obtemos uma equacdo da reta r dada por
y—y1=m(X—X) ou y—Y2=m(X=Xp) -

Note que essas equacdes conduzem a uma Unica equacdo na forma reduzida
que é dada por y=mx+b , sendo b=y —mx =y, —mx,.

Vocé Sabia? Na Roma Antiga, a origem da palavra calculus era uma pedra de
pequena dimensdo utilizada para contagem e jogo, e o verbo latino calculare passou
a significar "figurar", "computar”, "calcular". Atualmente o calculo é um sistema de
métodos para resolver problemas quantitativos como, por exemplo, no calculo de
probabilidades, calculo tensorial e calculo das variaces.

Passamos agora ao estudo do problema da reta tangente. Lembramos que, em
uma circunferéncia, uma reta tangente seria aquela que intercepta a circunferéncia
em apenas um ponto. Porém, para curvas em geral, essa definicdo pode falhar, pois
como na figura 4, a reta que "supostamente" é tangente no ponto P intercepta a
curva em mais de um ponto.

tan! ente

Figura 4 Reta tangente a curva no ponto P
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Eis que Fermat, grande matematico do século XVII, generalizou o conceito de
reta tangente a curvas quaisquer. Veja um exemplo ilustrando a técnica desenvolvida
por Fermat.

Exemplo 1: Para encontrar a equagdo da reta tangente a cubica

f(x) = (x—1)% + 2 no ponto P(12) devemos encontrar o coeficiente angular m desta

reta a qual denotaremos de reta t . A dificuldade estd em termos somente um ponto P
, Sobre areta t, ao passo que para calcular o coeficiente angular séo necessarios dois
pontos, como vimos anteriormente.

Para calcular uma aproximagdo de m escolhemos um ponto Q(x, f(x)),
proximo a P(1,2) sobre a cubica e calculamos a inclinagdo mp, da reta secante

PQ.

Figura 5: Reta secante a curva f(x)=(x —1)3 + 2

Dai, escolhendo x #1 o coeficiente angular desta reta secante €,
evidentemente:
f(x)-2 (x-3+2-2 (x-13
mPQ = = = .
x—-1 x—-1 x—-1
As tabelas abaixo mostram os valores de mpg para alguns valores de X
préximos de 1 (a direita e a esquerda).

X Mpg X Mpg
0 1 2 1
0,5 0,25 1,5 0,25
0,9 0,01 1,1 0,01
0,99 0,0001 1,01 0,0001
0,999 0,000001 1,001 0,000001

Tabela: Andlise do coeficiente angular da reta secante
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Observe que, quanto mais préximo X estiver de 1 (a direita ou a esquerda) Mpq

estard préximo de zero. Note que, dizer que X tende a 1 equivale a dizer que o ponto
variavel Q se aproxima de P ao longo da curva. Isso sugere que a inclinacdo da reta

tangente deve ser m=0. Assim, a inclinagdo da reta tangente é o limite das
inclinacdes das retas secantes e expressamos isso simbolicamente escrevendo:

lim mpy =m
Q—P PQ

ou, equivalentemente,

_1\3
m = 1im mpg = lim ¥ 2" _ lim(x-1)2 = 0.
QP x>l X-1 x>t

Dai, a equacdo da reta tangente € dada por

y-yi=m(x—%) & y-2=0x-1) < y=2

Oou seja, a reta tangente a cubica f(x) = (x—1)3 +2 no ponto P(L2) é a reta

horizontal de equacéo y = 2.

A Figura 6 ilustra o processo de limite que ocorre neste exemplo. A medida que
Q tende a P ao longo da cubica, as retas secantes correspondentes giram em torno

de P e tendem a reta tangente.

Ay

tangente

7
/4 —

Figura 6: Retas secantes aproximando da tangente

Vamos generalizar agora o procedimento realizado no exemplo 1 para uma
curva arbitraria c, dada pelo grafico de uma funcdo f, em um ponto fixo do

grafico. Para isso, vamos considerar sobre este grafico dois pontos distintos
P(a, f(a)) e Q(x, f(x)), conforme a figura 7.
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|
[
[
[
[
|
|
' >
0 / a X X

A=x-a

Figura 7: Reta secante a curva y = f(x)

Observa(;éo 1: 0 simbolo A (correspondente a letra "d" maitscula do alfabeto
grego denominado delta) quando escrito na frente de uma variavel significa a
diferenca entre dois valores desta varidvel. Este artificio notacional é conveniente
em todas as partes da Matematica e em outras ciéncias. Assim, a notacdo padrao
para representar a variacdo de uma variavel x é Ax (leia-se delta X), de modo que

Ax=x,—x; representa a variacdo em * ao se passar do primeiro valor para o
segundo. Um fato importante que devemos observar é que AX nao é o produto de um
nimero A por um nimero X, mas um Unico nimero, que podera ser positivo ou
negativo, denominado variacdo de X ou incremento de X.

Consideramos agora a reta secante que passa pelos pontos
P(a, f(a)) e Q(x, f(x)) Observe que o coeficiente angular mp, dessa reta €

Ay _ f(0-f(@)

m =
PQ AX X—a

Entdo, mantendo o ponto P fixo, fazemos o ponto Q aproximar-se de P,
passando por sucessivas posi¢des Q,,Q,,Qs,---, ao longo da curva C. Logo, a
secante PQ assumira as posi¢cbes PQ,, PQ,, PQs,---, aproximando visivelmente da
tangente em P como sua posicao limite, conforme a figura 8.
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y 4

S &)

y=f-ra]

—_
_
~

SR\

Yy

/ a X
b

Ax=x—-a

Figura 8: Reta secante aproximando da tangente (o ponto Q esta a direita de P ).

Intuitivamente, o coeficiente angular da secante se aproxima de um
determinado valor m, & medida que o ponto Q se aproxima de P. O modo de
aproximar-se Q de P consiste em fazer Xx se aproximar de a (ou,
equivalentemente, Ax=Xx-a se aproximar de zero). Observe que na figura 8 fizemos
Q se aproximar de P pela direita o que equivale a tomar Ax=x-a positivo. Note
que, quando Q se aproxima de P pela esquerda Ax=x-a € negativo e 0
coeficiente angular da secante também se aproxima do valor m. Isso acontecendo,

definimos a reta tangente a curva C no ponto P como sendo aquela que passa por
P e cujo coeficiente angular € m .

Considerando o conceito de limite podemos expressar mais adequadamente na
forma

m= lim mpg = lim &Y = fim 1) =1(@)
QP AX—»0AX x—»a X-—a

Observa(;éo 2. Outra expressdo para a inclinacdo da reta tangente é
considerar a mudanca de varidvel Ax=x-a . Assim, Xx=a+AXx e, quando x—a
temos que Ax — 0. Dai, se o limite existe, temos:

m = lim f(x)—f(a) ~ lim f(a+Ax)— f(a)
x—a X—a Ax—0 AX

Com o intuito de simplificar a notagdo € comum utilizar a letra h no lugar de
AX e, neste caso, podemos escrever

m = lim L =@ _ f(‘“hg_

X—a X—a h—0

f(a) (se o limite existir).
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T § . oo
Deflnlgao 1 Suponhamoas que C € uma curva dada pelo(graflco de uma fBrzg:a?(a»,
continua em um ponto . Definimos a reta tangente a em um ponto
como sendo:
A reta que passa por P com coeficiente angular (inclinacdo) dado por

m < lim f(x)— f(a) _ lim f(a+Ax)— f(a)

x—a X—a AX—0 AX

desde que esse limite exista.Neste caso, a equacdo da reta tangente é dada por
y — f(a) = m(x — a) A reta vertical de equagédo x=a se

f(x)- f(a) f(x)-f(a)
X—a X-a

=+ (ou —©) e lim =+ (ou —o)

X—a

lim
x—at

Exemplo 2: Para encontrar a equacdo da reta tangente ao gréafico de
f(x)=+/4x—-3 no ponto P(3,3) devemos inicialmente observar que o ponto P(3,3)
pertence ao grafico de f . Agora, vamos determinar o coeficiente angular da reta

tangente, utilizando a definicdo 1. Dai,

i fGEN @) J4B+h) -3 -49 im Jah+9-3
h

m=1

h—0 h h—0 h—0 h
_im (V4h+9 -3)(¥4h+9+3) _ o 4h
h—0 h(+4h+9 +3) h—0 h(y/4h + 9 + 3)
i3 _4_2

h—-044h+9+3 6 3
Portanto, a equacéo da reta tangente a curva f(x)=+/4x—3 no ponto P(3,3) é

dada por: y—-f(a)=m(x-a) < y—3=§(x—3) S y=§x+1.

Exemplo 3. Para encontrar o coeficiente angular m da reta tangente a

parabola f(x)=x? num ponto arbitrario P(a,a?) procedemos segundo a definicéo 1.

Dai, m=lim
X—a X—

preferir, podemos determinar a inclinacdo da reta tangente da seguinte forma:

B 2 .2 _
f(X) f(a) - lim X a — |imw= |im(x+a) =2a ou, se
a x»>a X—a Xx—a X—a X—>a
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a? +2aAx + (Ax)? — a2

fara)-f@ _ . (a+Ax)% —a?

m= lim I = lim
AX—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX
. Ax(2a+ AX .
= lim Ax(2a+ Ax) = lim (2a+ Ax) = 2a
AX—0 AX AXx—0

Agora, sabendo-se que o coeficiente angular € m = 2a, podemos encontrar a
equacdo da reta tangente a parabola f(x)=x? no ponto arbitrario P(a,a®) que é
dada por

y—f(@)=m(x-a) & y-a?=2a(x-a) < y=2ax—a>.

Em particular, se a=1 entdo m=21=2 e a equagdo da reta tangente a

parabola f(x) = x?> no ponto P(1,1) é dada por y =2x —1. Note que, em qualquer
outro ponto desta pardbola, a tangente tera um coeficiente angular diferente. Por
exemplo, no ponto (3,9), m=2-3=6 e a equacdo da reta tangente é dada por
y=6x-9.

Observacéo 3: Vocé deve observar que a reta tangente e seu coeficiente
angular sao objetos diferentes.

Exemplo 4. Para encontrar a equacdo da reta tangente ao grafico de

f(x)=%x-1 no ponto P(10) observamos que
fim SO F@ _ o Ax-1-0 1
x>~ x-1 wo1- X—1 1™ m
e
fim 0= F@ _ o Ax-1-0 1

x—1" x-1 xo>1t x=1 x—1t 31/()(—]_)2

Dai, de acordo com a definicdo 1 (parte ii), podemos concluir que a reta
tangente a curva f(x) = ¥/x—1 no ponto P(10) é a reta vertical de equagdo x =1.

A figura 9 ilustra a reta tangente ao grafico de f(x) = +/4x—3 no ponto P(1,0) .
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Figura 9: Reta tangente vertical ao grafico de f(x)=%x-1 em P(10)

Observacédo 4: Lembramos que duas retas t e n sdo paralelas se m =m, e

sdo perpendiculares, em um dado ponto, se m,-m,=-1 sendom; e m, O0s
coeficientes angulares das retas t e n, respectivamente.

Definicdo 2: A reta normal a uma curva num ponto dado é a reta perpendicular &
reta tangente a curva neste ponto. Neste caso, a equagéo da reta normal ao grafico

de f no ponto P(a, f(a)) € dada por y- f(a):—%(x—a), sendo m#0 o coeficiente

angular da reta tangente ao grafico de f no ponto P(a, f(a)) .

Exemplo 5. Para encontrar a equacdo da reta normal ao grafico de
f(x) =+/4x—-3 no ponto P(3,3) basta utilizar o resultado do exemplo 2 e a defini¢éo

2. Dai, m= % e a equacao da reta normal é dada por

3 3 15
-fB)=—=(x-3) @ y=—x+—
y—1(3) 2( ) y=-ox+=

Exemplo 6: Para encontrar a equacdo da reta tangente e normal a curva
f(x) = ig no ponto P(4,1) devemos inicialmente calcular o coeficiente angular m;
X_

da reta tangente a essa curva neste ponto. Assim,
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1 1
mt:“m f(X)_f(4):||m f(4+h)_f(4):||m 4+h-3 = lim h+1
X—4 X—4 h—0 h h—0 h h—0 h
1-(h+1)
—lim—h+l it
h—0 h h—0 h(h+1)

Por outro lado, o coeficiente angular da reta normal m, é dado por

-1 -1
my=—=—=

= —=1.

Assim, as equacdes das retas tangente e normal sdo dadas, respectivamente,
por:
y—-1=-1(x-4) < y=-x+5
e

y—-1=1(x-4) < y=x-3

O limite Ilim

X—a

nado é util

3.2 O conceito de Derivada
f(x)-f(a) _ lim f(a+Ax)— f(a) _lim f(a+h)—f(a)
X—a Ax—0 AX h—0 h
apenas para se obter o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f mas
tem outras aplicacdes em uma grande variedade de situacdes. Um nome especial é
dado a este limite. E chamado derivada de f em a e é representada por

f'(a) ou dy . Isto nos conduz a seguinte definigéo:

X=a

Definicdo 1: seja f uma funcio definida em a . Entdo, a derivada de f no ponto
a , denotada por f’(a) (Ié-se: f linha de a), € dada por
im f(a+h)—f(a)

f(x)-f(a) _ lim f(a+Ax)—f(a)_II
X—a  Ax>0 AX T h0 h

f'(a) = lim
X—a

desde que este limite exista. Neste caso, dizemos que f € derivavel (ou
diferenciavel) em a .
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Resumo: Com esta definicdo e conforme vimos na secéo anterior, temos que a
derivada da funcdo f no ponto x=a representa geometricamente o coeficiente

angular da reta tangente ao grafico de f no ponto P(a, f (a)) , isto &,

f0-f@ _ . f@+M)-f@ _ . fa+h-f()
X—a

m= f'(a) = lim ,
AXx—0 AX h—0 h

X—a

desde que este limite exista. Neste caso, as equagfes das retas tangente e normal a
curva y= f(x) no ponto P(a, f(a)) podem ser reescritas, respectivamente, na forma:

y-f@="1'(@)x-2a)

e

1

y-f(@)=- @

(x —a), desdeque f'(a) #0.

Exemplo 1: Para o caso do exemplo 3, secdo 3.1, o resultado pode ser

expresso da seguinte forma: Se f(x)=x? entdo f'(a)=2a .

Quando a funcdo f possui derivada em todos os pontos de um conjunto
X < R podemos considerar a func¢éo derivada, conforme a defini¢cdo que segue.

Definicdo 2: Seja f:X c R - R uma funcdo que possui derivada em todos os
pontos do conjunto X . A derivada de f é a funcdo f': X =« R —» IR, que associa a

cada xe X aderivada f’(x), dado por

A= F(9 _ - FOxrh) = F(0)
AX " h50 h

f'(x)= lim
AXx—0

Além disso, dizemos que f é derivavel (ou diferenciavel) se é derivavel em cada
ponto do seu dominio.

Observagéo 1: Se y=f(x) podemos utilizar outros simbolos para denotar a

derivada de f , asaber: y'= f’(x):%: D,y -
X
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Vocé Sabia? Se y= f(x) a notacdo % que representa a derivada de f foi criada
X

por Leibniz (1646-1716), um dp& m\A%o_rqs(ga derivada. Para explicar esta notacao,

Leibniz escreveu o quociente Ax na forma
Ay sendo Ay = f(x+Ax)— f(x). Assim, ﬂ: — f( )= lim ﬂ
AX dx Ax—0 AX

Exemplo 2: Para o célculo da derivada da fungdo f(x)= x? procedemos como

o exemplo 3, secdo 3.1 apenas realizando o célculo na variavel x, conforme segue:

2 _ 2 2 2 2
f’(x):limf(x+h) f(x)_I (x+h)c —x T +2xh+hc —x
h—0 h—0 h h—0
2
h—0 h h—0

Podemos também escrever: &(XZ) =2X

Exemplo 3: Para determinar f'(x) se f(x):% facamos,

1 1 X—=(x+h)
f'(x):nmw Ilmmzlimm—lim —h Clim——t __1
h—0 h h>0 h h—0 h h—0 hx(x+h)  h—0x(x+h) X2
portant, [ £(1)
ortanto, | |~ Z|-

Exemplo 4: Para determinar a derivada da fungdo trigonométrica
f : R —[-11] definida por f(x)=senx, fagamos

- (*)
£(x) = lim f(x+h) f(x)= Iimsen(x+h) senXx ' ox

h—0 h h—0 h

(*) Justificado no exemplo 6 da secéo 3.6
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d
Portanto, &(sen X) = cos x|

Exemplo 5. Para determinar a derivada da fungdo trigonométrica
f:R —[-11] definida por f(x)=cosx, fagamos
cos(x+h)—cosx ®

lim = —Ssenx
h—0 h

f,(X):hlmg)f(mrz— F(X) _

(*) Justificado na observacdo da secdo 2.6

d
Portanto, &(cos X)=—senx|.

Exemplo 6: Para determinar a derivada da funcio exponencial f:R — (0,+x)

definida por f(x)=a* (a>0, a=1) , fagamos

x+h _ X X sh .x
Frx) = lim XM =109 _ e -8 jpa-a —a
h—0 h h—0 h h—0
Xrah h h 1 (%
im@ @ Y i a2 S ima* im @ L aXana)
h—0 h h—0 h—0 h—»0 h

(*) Utilizamos que hIim a* =a% =1 e o limite fundamental LF4.
-0

d
dx

(ax)= a*(Ina)|.

Portanto,

Em particular, se a=e, sendo e 0 numero irracional neperiano, entdo

(;j—x(ex)=ex(lne) =e

Exemplo 7: A fungdo modular f (x) =|x| ndo & derivavel em a=0 ja que

calculando os limites laterais:
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fim ST _ o X0 ex (- =-1

x—0" X—= Xx—0" X x—0~ X Xx—0"
e
_ X|—10

fim 100=F© _ o [XI=[O X g

x—0" X— x—0" X x—=0" X x50t

. fT(x)-f(0 . f(x)-f( . - - .

temos que lim -1 # lim M Dai, I|mM nao existe e,

x—0" x-0 x—07T x-0 x—0 X—=

portanto f(x) =|x| ndo € derivavel em a=0. Note que f(x) =|x| ndo admite reta

tangente em (0,0) .

Figura 1: Grafico de f(x)=|x]|

Este exemplo nos motiva a seguinte definigéo:

Definicdo 3: Seja f uma fungdo definida em a. Entdo, a derivada a direita de
f em a, denotada por f/(a), é dada por
@)= fim 1@ _ o T@Em-f@)
x—at X—a h—o*t h
caso este limite exista a derivada a esquerda de f em a, denotada por f’(a), é
f)-f@ _ . flarh)-f(@)

dada por f’(a) = Iim_ , caso este limite exista.

X—a X—a h—0

Observacédo 2: Uma funcgdo é derivavel (ou diferenciavel) em a, quando as
derivadas laterais (derivada a direita e a esquerda) existem e sdo iguais no ponto a ,
e neste caso, seu valor € o valor comum das derivadas laterais, isto é,

f'(a)=f/(a)=f.(a) .
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Observa(;éo 3: De forma analoga ao que foi visto para funcdes continuas,
podemos definir fungéo derivavel nos seguintes intervalos:

(a,b), [a,b], [a,b), (a,b], (=e0,+0), [&,+x0), (&, +0), (=e0,b], (=e0,b).

x>+1 se x<O0
~1-x?> se x>0
derivavel em a=0 devemos calcular as derivadas laterais em a=0. Vejamos:

Exemplo 8: Para verificar que a funcéo f(x):{ nao é

2 2
£70) = fim ~X=FO X2+ i X im x =0
x—0" x-0 x—0" X x—>0" X x—0"
e
f/(0)= lim f-FO) _ iy 212X -1 iy X022
x—0* X— x—0* X x—0" X

Como a derivada lateral a direita ndo existe, temos que f n&o é derivavel em a=0.
Note que, neste exemplo, f também é descontinuaem a=0.

»

y

Figura 2: Gréafico de f

_x2 <
Exemplo 9: Para verificar que a fungéo g(x)={ X _;r 2x se x<1 nao é
X se x>1

derivavel em a=1 devemos calcular as derivadas laterais em a=1. Vejamos:
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2 2
9’ (D) = lim 9 -9@) _ i, =xTH2x-1 L —(x=D)7 lim—(x-1) =0
x—1" X— x—1" x—=1 x—1" X— x—1"
e
1,
g @= tim 3K =Z9D _ iy ) T gy 17Xy 20D (-%: 1
xort X=1 xolm X=1 x5t X(X=1  xo1t X(X=1) ot X

Como as derivadas laterais existem, mas sdo diferentes, entdo nao existe g'(1) .
Dai, g ndo é derivavel em a=1. Note que, neste exemplo, g é continuaem a=1.

»

Y

(1,1)

Figura 3: Grafico de ¢

Observagéo 4: Nos exemplos 7 e 9 vimos que as fungdes f e g, definidas por

~x?+2x se x<1

(0-Ix| e ow-{ "] ,
X se x>1
ndo sdo derivaveis em a=0. Porém, essas fungBes sdo continuas neste ponto.
Isto mostra que uma fungéo pode ser continua em um ponto sem ser derivavel neste
ponto. Portanto, uma funcdo ser continua em um ponto ndo implica ser derivavel
neste ponto. A reciproca, entretanto, é verdadeira conforme o resultado a seguir:

Teorema 1: Se f for derivavel em a entdo f serad continuaem a.

Demonstracédo: se f é derivavel em a entdo f’(a) existe, isto €&,

t'(a) = lim - = (@)

X—a X—a
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€ um numero real e, portanto, f(a) também existe. Como

[f(x)-f(a)]= Iim%-(x—a) = |im%;(a)- lim(x—a) = f'(a)-0=0, se x=a,

lim
X—a X—a X

Entdo lim f(x) = lim[f(x) - f(a)+ f(a)] = lim[f(x) - f(a)]+lim f(a) =0+ f(a) = f(a),

ou seja, f é continuaem a.

Forma Equivalente do Teorema 1: Se f ¢ descontinua em a entdo f ndo é

derivavel em a .

Exemplo 10: Outra forma de mostrarmos que a fungéo

2
Xx“+1 se x<0
f(x)= 5
-1-x se x>0

nao é derivavel em a=0 ¢é utilizar a Forma Equivalente do Teorema 1. Para
isso, basta mostrar que esta funcdo é descontinua em a=0. De fato, ndo existe
Iingf(x) jaque lim f(x) = lim f(x) pois,
X—>

x—0" x—0

lim f(x)= lim (x>+)=1 e lim f(x)= lim (-1-x?)=-1.
X—0~ X—0~ x—0" x—0"

Observagéo 5: A existéncia da derivada em um ponto implica a existéncia de
uma reta tangente neste ponto. Porém, uma funcdo pode nédo ter derivada em um
ponto e admitir reta tangente neste ponto. Conforme vimos no exemplo 4, secéo 3.1,
a funcio f(x)=%/x—1 ndo é derivavel em a =1 mas admite uma tangente vertical no

ponto P(10) .
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Figura 4: Reta tangente ao grafico de f(x)=3%x—1 em P(10)

Resumo: Uma funcdo f pode deixar de ser derivavel em um nimero a por

uma das seguintes razdes:

e quando a fungdo f for descontinua em a ;

e quando a funcdo f for continua em a e o graficode f tem uma reta tangente
vertical no ponto (a, f(a));

e quando a fungdo f for continua em a e o graficode f ndo tem uma reta
tangente no ponto X=a.

3.3 Técnicas de Derivacéo

O célculo de derivada utilizando a definicdo é bastante demorado e trabalhoso
para a maioria das funcdes. Agora vamos desenvolver algumas regras formais que nos
capacitaremos a derivar de forma mais rapida e eficiente a derivada de uma funcéo.
O processo utilizado para encontrar a derivada de uma fungcdo chama-se derivagéo ou
diiferenciacao.

Regras de Derivagao:

Derivada de uma constante: Se ¢ é uma constante e f(x)=c para todo x, entdo

f'(x) = 0, ou equivalentemente, dic =0 Em palavras, "a derivada de uma constante
X

€ igual a zero".

Para provar essa regra seguimos a definicdo de derivada e que f(x)=c para

PN =T _ jim€=C_ limo=o0
h h—0 h h—0

todo x. Dai, f'(x) = lim
h—0

Derivada de uma poténcia: Se n é um inteiro positivo e f(x)=x", entdo

f'(x) = nx"?, ou equivalentemente, dixn = nx"1. Em palavras, "a derivada de x" é
X

obtida baixando o expoente n e tomando-o como um coeficiente de uma nova

poténcia de X cujo expoente obtemos subtraindo 1 de n".
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Para provar essa regra seguimos a definicdo de derivada e usamos a Formula do

Binbmio de Newton que diz: Se n é um inteiro positivo entdo

(a+b)" =a"+na" + N =D n2p2 , MO=DO=2) nsps o papttopn

Dai,
n_n
Fr(x) = lim X" - x7
h—0
= r!ing%{x” vty MO0=D e2p2 NO=DM=2) nsps et e —x”}
-

1I:nxn—1h + n(n_l) Xn—2h2 + n(n—l)(n—Z) Xn—3h3 +"_+nxhn—1+hn:|

=lim=
h—0 h

— rI]In,(])|: an{L + n(nz_l) Xn—2h+ n(n_l)(n_z) Xﬂ73h2 +"'+nth72 +hnli|
%

_ nXn—l

Observagéo 1: Essa regra pode ser generalizada para poténcias reais, isto é,

sexeR e f(x)=x* entdo f'(x)=ax*?

Exemplo 1: Vejamos alguns casos particulares desta regra:
f(x)=x= f'(x)=1

f(x)=x? = f'(x)=2x
(provada também por definicdo na secéo anterior)

f(x)=x> = f'(x)=5x*

f0=toxtm f=-x2=-"t
X

X
(provada também por definicdo na secédo anterior)
1 - 1
f(x):&:x% = f'(x) ==x ho 1
2 2%

Exemplo 2: Para encontrar a equagéo da reta tangente ao grafico de f(x)= x2

no ponto (3,9) lembramos que a derivada no ponto a, dada por f'(a)=2a, fornece o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)). Neste caso,

78



c-ad Calculo Diferencial e Integral |

considerando que a=3, f(a)=9 e f'(a)=6 temos que a equagdo da tangente é
dada por

y-f(@=f'(d)(x—a) > y-9=6(x—-3) > y=6x-9.

Exemplo 3: Para encontrar a equagdo da reta normal n ao gréfico de
f(x) =/x que seja paralela a reta r de equacdo x+ y=4 observamos inicialmente
que o coeficiente angular da reta normal, m,, € igual a —1, jaque asretas r e n
sdo paralelas e m, =—1. Note que, neste exemplo, temos o coeficiente angular da
reta normal ao grafico de f , mas ndo temos o ponto do grafico por onde ela passa.
Para determinar este ponto, sendo

m, = (a) = ——

2./a

o coeficiente angular da reta tangente t ao grafico de f no ponto
(a,f(a)) e m-m,=-1 (j& que as retas t e n sdo perpendiculares), temos que
1

2./a

(<) =-1. Assim,

€ o ponto do grafico de f em que a reta normal deverd passar. Portanto, a
equacdo da reta normal n é dada por

y—-f(@=m,(x-a) = y—%:—l(x——j = y=—x+%.

7\3/ t
4

n

04

/ 0 \ N
. . 11
Figura 1: Reta tangente ao grafico de f(x)= Jx em (ZE)
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Derivada do produto de uma constante por uma funcao: Sejam f uma fungéo

derivavel e ¢ uma constante.
Se y=cf(x) entdo y'(x)= cf'(x), ou equivalentemente, di[cf(x)]zcdi[f(x)].
X X

Em palavras, "a derivada de uma constante por uma funcdo é a constante pela
derivada da fungao".

Para provar essa regra usaremos a definicdo de derivada. De fato,

y'(x) = lim YEFM =Y -, SR = CP) C{”Hh) - f(X)}
h—0 h h—0 h h—0 h
_ C,li_[% f(x+h) — f(x) e f(x)

Exemplo 4: Vejamos alguns exemplos:

i 0= 2x° = f'(x) =10x*
(i) f(x)=3senx = f'(x) =3cosX (veja exemplo 4, se¢éo 3.2)
X
Giiy f(x)= 4? = f'(x) = %-4" ‘In4 =4%In2 (veja exemplo 6, secdo 3.2)

Derivada de uma soma: Sejam f e g funcdes derivaveis. Se y=f(x)+g(x),
- . d d d o
entdo , ou equivalentemente, d—[f(x)+g(x)]=d—[f(x)]+d—[g(x)]. Em palavras, "a

X X X

derivada da soma é a soma das derivadas".

Para provar essa regra usaremos a definicdo de derivada. De fato,

[f (x+h)+g(x+h)] = [F () +9(x)]

y’(X) — r!ﬁ;r(l) y(x+hr2_y(x) — r!ﬁ;r(l) .
_ i L) = FO0]+ [g () =90 _ i FOEh) — £ g(x+h) — g(x)
h—0 h h—0 h h—0 h
=f'(x)+9'(x)
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Observa(;éo 2: Esta regra se aplica para um numero finito de funcoes, isto &,
0 resultado pode ser aplicado diversas vezes e assim a derivada da soma de um
numero finito de funcdes é igual & soma de suas derivadas, se estas existirem.

Exemplo 5: Vejamos alguns exemplos:
(i) f(X)=3x>+6x>+2x>+7x+9 = f'(x) =15x* +18x% +4x+7

(i) f(x)=2e*+3x = f'(x)= 2e*+

1
3¥x?

Exemplo 6: Para achar o ponto da parébola f(x) = ax® +bx+c, a=0, no qual
a tangente é horizontal lembramos que retas horizontais tém coeficiente angular
igual a zero. Desta forma, como f'(x) = 2ax+b devemos ter f'(x) =2ax+b =0, ou

seja, x= —21. Note que este resultado esta de acordo com o que foi visto no Ensino
a
Médio que é denominado de abscissa do vértice da parabola e denotado por

X :—E.Como

' 2a
2 2 L2
Yy - f(xv)=a(-2£] +b[—£j+c:i_b_+c
a

2a 43 2a
_b*-2b®+4ac  b°-4ac A
4a 4a 4a

0 ponto da parabola no qual a tangente é horizontal é o vertice V(x,,y,) da

parabola de coordenadas ( —l,—A) .
2a 4da

Exemplo 7: Considere a parabola f(x)=2x>-1 e o ponto A(4,13) nao

pertencente a parabola. Para encontrar uma equagédo de cada uma das retas que
passa pelo ponto A, que sejam tangentes a parabola vamos inicialmente encontrar a
equacdao da reta tangente ao grafico de f em um ponto arbitrario (a, f(a)). Sabemos

que a equacdo desta reta é dada por y— f(a)=f'(a)(x—a), e como f(a)=2a-1 e

f'(a) =4a , temos

y—(2a®-1) =4a(x-a) = y=4ax—2a’-1
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isto &, y = 4ax—2a% -1 é a equacio da reta tangente ao grafico de f(x) = 2x% -1
em um ponto arbitrario @, f(a))-

Agora, procuramos uma reta que seja tangente ao grafico de f no ponto
(a, f(a)) e que passe pelo ponto A(4,13) . Dai, o ponto A(4,13) devera satisfazer a

equacédo da reta tangente, ou seja, 13=4a-4—2a® —1. Simplificando esta equacéo

obtemos a® -8a+7=0 cujas raizes sdo a=1 ou a=7. Portanto,

e se a=1 aequacdo da reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto do
grafico P;(1, f (1)) e pelo ponto A(4,13) , ndo pertencente ao gréafico, é dada por

y=4dax-2a’-1= y=4x-2.12-1= y=4x-3.

e se a=7 aequacdo da reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto do
grafico P, (7, f (7)) e pelo ponto A(4,13), é dada por

y=4dax—-2a’-1= y=4.7.x-2-72 -1 = y =28x-99

A figura 2 apresenta um esboc¢o da parabola com as equacdes de cada uma das
retas tangentes a parébola, passando pelo ponto A (4,13) .

P,

Figura 2: Retas tangentes ao grafico de f(x)= 2x% -1 gue passa pelo ponto A(4,13)

Observa(;éo 3: Veremos a seguir que a regra do produto ndo é o produto das
derivadas. De fato, para se convencer deste fato considere as funcbes f e g dadas
por f(x)=3x+2 e g(x)=4x+1. Entdo

F(x)-9(X) = (3x+2)(4x+1) =12x2 +11x+2 e dai [f(x)-g(x)] = 24x+11. Por outro
lado, f'(X)=3 e g'(xX)=4 e, desta forma, f'(x)-g'(x)=12. Portanto,

[F00-900] = £/(9-9'().
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Derivada do produto: Sejam f e g fungdes derivéaveis. Se y= f(x)-g(x), entdo
y'(x) = 10909+ f(x)-9'(x) oy equivalentemente,
d d d
S [100-900]= [T (0] 900+ £ () [g(0]-

Em palavras, "a derivada do produto € a derivada da primeira pela segunda, mais a
primeira, pela derivada da segunda".

Para provar essa regra usaremos a definicdo de derivada. De fato,

Sy -y _ - [Fn) g = [1(9- 9]
0 h

y’(X):rllL h—0 h
i FOEM) g0 h) — F (x4 0)- g (0 + F(x+h) - g(x) — f (%) 9 (x)
h—0 h
= lim [f(x+h) = F ()] g(x) + f(x+h)-[g(x+h)-g(x)]
h—0 h

). 90+ ~g()

i FxHh) - F(X) .
= Ilm—h g(x) + rIll_r)rg)f(xﬁth -

h—0

= lim M lim g(x) + lim f(X+h) lim g(X+h)—g(X)
h—0 h—0 h—0 h—0 h

(*)
= '00-9(x) + £(x)-9'(x)

(*) Utilizamos o fato que, sendo f derivavel, entdo f é continua. Dai,

lim f(x+h) = f(lim(x+h)): f (x)
h—0 h—0 .

Exemplo 8: Vejamos alguns exemplos:

f(X) =@Bx+2)(4x+1) = f'(X) =(Bx+2)'(4x+1D) + (3x+2)(4x+1)’
= 3(4x+D)+(3x+2)4 =24x+11

f()=2x3 +D)Bx%+x) = f'(x) =6x> 3x% +x) + (2x3 +1) (6x+1)
=30x% + 8x3 + 6x+1

f(x) =2"senx = f'(x) = (2In2)senx + 2" cosx = 2*[(In2)sen x + cosx |

Observa(;éo 4. Do mesmo modo que a derivada do produto ndo é igual ao
produto das derivadas, a derivada do quociente ndo é igual ao quociente das

derivadas.
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Derivada do quociente: Sejam f e g fungdes derivaveis. Se
f'()-9(x) - F(x)-9'(x)

y=%, com g(x)#0, entdo y'(x)= T
10 900~ £ 2 [9(0)]
ou, equivalentemente, i{ f(x)} - X dx
dx| g(x) [g(x)]2

Em palavras, "a derivada do quociente é o quociente entre a derivada da primeira
pela segunda, menos a primeira, pela derivada da segunda e o quadrado da segunda".

Para provar essa regra usaremos a definicdo de derivada. De fato,

f(x+h)_@
y/(X) = lim y(X+h)_y(X) = lim g(X+h) g(X) — Ilml f(X+h)g(X)_ f(X)g(X+h)

h—0 h—0 h h—0h g(x)g(x+h)
_ im L] SO g () - F()g(x) + F(x)g(x) — F(x)g(x + h)

h—0h g(x)g(x+h)

f(x+h)-f(x) 90— F(x)- g(x+h)—g(x)

— lim h h

h—0 g(x)g(x+h)

lim w lim g(x)— lim f(x)- lim w

h—0 h h—0 h—0 h—0 h

B I i h
hLmog(X) hLmog(“ )

(;) f/(x)-g(x)— f(x)-9'(x)
[9(x)]?

(*) Utilizamos o fato que, sendo g derivavel, entdo g é continua. Dai,

fim g+ ) = g(hligg)(H h)]= 00

Exemplo 9: Vejamos alguns exemplos:
0-x-11 1

1
f(X)=== f'(X)= —
(== 100=""3 >
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-1

. . . . ~ 1
Note que, neste caso, € mais conveniente considerar a fungdo f(x)=—=x" e
X

derivar utilizando a regra da poténcia.

24 x—x2 , (2+x—x2)’-(x—1)2—(2+x—x2)-(x2—2x+1),
f(x)=212"2 =
) (x—1) = 1 (x-1*
:(1—2x)-(x—1)2—(2+x—x2)-(2x—2)
(x-0*
e @-2X) (x=D) - (2+x-x%)-2
= (=9 (x-1)*
_(1-2x)-(x-D)-(2+x-x%)-2
(x-1°
_ X-5
(x-1)°
Exemplo 10: Para derivar a fungéo f(x):% devemos utilizar as

regras do quociente e do produto. Vejamos:

(eX (5x+ 3))' senx—e*(5x+3)(sen x)’
(senx)?
B (ex(5x+3) +5ex)sen x—e*(5x+3) cosx
- (sen x)?
e*[(5x+8)sen x — (5x+3)cos x]
sen? x

F'0) =

Exemplo 11 (Derivadas das fungdes trigonométricas): Vejamos as
derivadas das outras funcfes trigonométricas:

x sen x .
e Se y =tgx entdo, usando o fato de que tgx= e a regra do quociente, temos

, cosxcosx—senx(—senx) cos?x+sen’x 1

2

2 > = =sec? x
(cosx) COS“ X C0S“ X

Portanto, (tg X)I = sec?

x COS X .
e Se y =cotgx entdo, usando o fato de que cotgx = e a regra do quociente,
S

en X
obtemos
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(cotg x)' = — cossec? X

e Se Yy =SeCcXx entdo, usando o fato de que secx = e a regra do quociente,

COS X
obtemos

, 0-cosx-1-(—senx) senx 1 senx
(cosx)? cos?2x  COSX COSX

=secx tgx

Portanto, (secx)’ =secXx tgx

e aregra do

e Se Yy =CO0SSecX entdo, usando o fato de que COSSecx =
senx

quociente, obtemos

(cossecx)’ = —cossec x cotg x
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Teste 0 seu conhecimento

1. Ache os pontos da curva y = 4x3 +6x% —24x+10 nos quais a tangente € horizontal.

2. Encontre a equacdo da reta tangente a curva f(x):2x2 +3 que seja paralela a reta
8x—y+3=0.

3. Ache uma equacdo de cada reta tangente a curva y= x3 - 3x que é perpendicular a reta
2x+18y-9=0.

4. Dé exemplo (por meio de um gréfico) de uma funcdo f , definida e derivavel em IR tal que
f'(1) =0. O que este valor significa?

5. Dé exemplo (por meio de um gréafico) de uma funcdo f , definida e derivavel em IR tal que
f'(x) >0, paratodo X. O que este valor significa?

2x+1 se x<1

6. Mostre que g(x) ={ é continuaem x =1, mas ndo é derivavel neste ponto.

-X+4 se x>1
Esboce o gréficode g .

7. Acharosvaloresde a e b taisque f sejaderivavel no ponto x =1, sendo

3
X+ ax se x<1
f)=1" ",
bx se x>1

2x-1 se x2=21

8. Seja f(x)= . Verifique se:
ja f(x) {xz se x<1 oy

a) f éderivavelem x =1.

b) f écontinuaem x=1.

~1-x?> se x<0

9. Seja f(x) ={ . Verifique se f é derivavel em x =0. Determine a funcéo

x>+1 se x>0

derivada f' e seu dominio.

10. Mostre, usando a definicdo de derivada, que:
d (53 2
a) —|x° |J=3x
) )
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b) %( 3—x)=

-1
243X

11. Derive as fun¢bes dadas:
a) f(x)=e”cosx+e*secx
b) f(x)=senxcosx+ tgx

tg X

100 gigx

¥ —e™* o eX +e™*
12.Sabendo que senhx = — (seno hiperbdlico de x) e coshx = — (cosseno

hiperbélico de x), mostre que:

d (senh x) = cosh x.

a_
)dx

d
b) — hx)=senhx.
) & (cosh x) = senh x

13. Derive cada uma das seguintes fungbes de duas maneiras: derivando antes de multiplicar e
multiplicando antes de derivar e verifique que as respostas coincidem:

a) f(x)= 3x4(x2 + 2X)

b) g(x) = (X +1)(x% —2x—3)

14. Derive as func¢es abaixo e as simplifique o tanto quanto for possivel
1

X+ X~
8) f(x)="""
X—X
X% +2x+1
b) F(x)="5———=
X —-2x+1
2
X
c) f(x) = 3
X® +2

15. Ache % de duas maneiras distintas: dividindo e derivando (sem usar a regra do quociente) e
X

depois usando a regra do quociente. Verifique que as respostas coincidem.

_9-x®

X2

a) y
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16. Estenda a regra do produto para trés fun¢bes mostrando que:

d du dv dw
—U-v-wW=—V-W+U— W+ U-V-—
dx dx dx dx

17. Derive as funcgoes:

a) f(x)=x>-2% tgx

b) g(X) =+/x -senx-e*
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Vimos que, para derivar a fungcédo y = (2x+1)3 podemos expandir o bindbmio e

— 3 2 r_ 2
obter a fungéo polinomial y=8x"+12x" +6x+1 cuja derivada é y' = 24x +24X+6.

y = (2x +2)1%%

Por outro lado, se a poténcia fosse maior, como por exemplo, , O

procedimento usado acima € inviavel. Neste caso, podemos observar que a funcao
y = (x+1)1%% f (x) = x1087

g(x)=2x+1

€ uma funcdo composta. De fato, se tomarmos

y=(fog)(x)="(g(x)

enunciaremos a seguir € uma das mais importantes regras de derivagdo, denominada
Regra da Cadeia, que nos possibilitara derivar uma funcdo composta.

e

entdo podemos escrever O resultado que

Derivada da fungdo composta — Regra da Cadeia: Sejam f e g funcdes tais
gue se pode considerar a fungdo composta fog. Se g € derivavel em x e f €
derivavel em g(x) entdo (fog)'(x)="f'(g(x))-g'(x).
Utilizando a notacdo de Leibniz podemos reescrever a Regra da Cadeia da seguinte
forma:
Fazendo u = g(x) temos que y = f(u) e assim
du

0= i oY o (foaroo—® pai
g(X)—dX, f(u)—f(g(X))—cIu e (fo9)(x) dx'Da"

! 7 ' d dy du
(fog)(¥) = F/(g()-g'(0) < =L =5

dx du dx
Em palavras, a derivada da composta f o g, tal que (f o g)(x) = f(g(x)) é a derivada

da fungdo externa f calculada na funcéo interna g vezes a derivada da funcéo

interna g .
SR )= )_ g
— g(x) )|= g(x) ) 9'(x)
funcéo externa calculada na derivada da calculada na derivada da
funcéo interna funcéo externa funcdo interna funcéo interna

A prova da Regra da Cadeia € um pouco mais técnica em relagdo as regras
anteriores e por isso sera omitida.
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Observacao 5: Cuidado com as notagdes f'(g(x)) e [f(g(x))] = %[f (g(x))].

A notacdo f’'(g(x)) € ovalor que a derivada de f assume calculada em g(x),

enquanto [f(g(x)] =;—X[f(9(x))]= f(g(x))-9'(x) -

Exemplo 12: Para derivar y=(2x+1)°> tomamos f(x)=x3 e g(x)=2x+1.

Dai, podemos escrever y = (f og)(x)=f(g(x)). Como f'(x) =3x% e g'(x)=2 temos,
pela regra da cadeia, que

y' = (feg)(x) = F(g0))-g'(x) = 3[g(0F -2 =3(2x+D? -2 = 6(2x+1?
Note que o resultado esta de acordo com a conclusdo realizada na observacéo 4

pois y' = 6(2x+1)? = 24x° +24x+6 .

Outra forma de derivar y = (2x+1)3 € utilizar a regra da cadeia na notacdo de

Leibniz. Desta forma, chamando u=g(x) =2x+1, temos y = ud. Portanto,

dy dy du_d
dx du dx du

(u3).di(2x+1) =3u%.2 =6(2x+1)2.
X

Exemplo 13: Para derivar y = (2x+1)'%" procedemos de maneira analoga ao
exemplo 12 fazendo f(x)=x%" e g(x)=2x+1. Dai, y = (f o g)(x) = f(g(x)) . Como

f'(x) = 1037x%%% e g'(x) =2 temos, pela regra da cadeia, que

y' = (fog)(x) = f'(g(x)-g'(x) = 1037(2x + 1196 .2 = 2074 (2x +1)10%¢

Exemplo 14: Para derivar y:sen(%—xj podemos também proceder da

seguinte forma: Escrevemos u = g(x)=%—x e y= f(u)=senu. Dai, utilizando a
regra da cadeia, temos

dy _dy du

= = (cosu)- (-1 = —cos(l—x) = —[coszcosx + senZsen xj = —Senx.
dx du dx 2 2 2
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T T T
Como y =sen (E_ xj = senacosx —sen xcosE =cosx , acabamos de mostrar que

(cosx)' =—senx .
Consequéncias da Regra da Cadeia:

Se o € um numero real qualquer e g € uma funcgao derivavel entao

y=[g()]* = y'=alg()]* " g'(x).

Alternativamente, se u =g(x) , entdo |(U%)' = au“t.u’

A justificativa deste resultado € imediata. De fato, se tomarmos
f(x)=x“ e u=g(x) entdo podemos escrever y=(fog)(x)="f(g(x)). Como

f'(x) =a x* entdo, pela regra da cadeia, segue que

y' = (fog)(x)=f'(g(x)-g'(x) = a[g()]*“ ™ g'(x) .

Essa consequéncia é util para calcular a derivada da poténcia de uma fungéo.
Na préatica, podemos omitir a substituicdo u =g(x) , conforme o exemplo 16.

Exemplo 15: Para derivar y = (2x+1)*%*" podemos proceder alternativamente
utilizando a consequéncia 1 da regra da cadeia com u = g(x) =2x+1 e « =1037 .
Dai,

y' =alg()]“ " g'(x) =1037(2x + 1)1 .di(zx +1)
X

=1037(2x +1)'9%¢.2 = 2074(2x +1)*%®

Exemplo 16: Para derivar y =3x?+6x+1 escrevemos Y =(3x2 +6x+1)% e

usamos a consequéncia 1 com « :% e g(x) = 3x%+6x+1. Dai,

1

y =alg]“"g'(x) = %(3X2 +6x+1)° -(6x+6)
2(x+1)

3 (3x? +6x +1)? .

Algumas vezes, para derivar determinadas funcdes podemos ter a disposicao
mais de um método de derivagcdo, como veremos no exemplo 17.

2
= 2(x+1)(3x2 +6x+1)75 =
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Exemplo 17: para derivar y = , podemos optar pelos seguintes

(x2 -7x+2)%

métodos de derivacao:

Método 1: Aplicar a regra do quociente e depois a regra da cadeia.

@) (2 -7x+2) -3 [x? —7x+ 2)*]
= (x2 -=7x+2)"

_0-3-4-(x*-7x+2)*-(2x-7)

- (X2 —7x+2)"

_ =12(2x-T7)

Método 2: Aplicar a regra da derivada de uma constante por uma funcéo e
depois a regra da cadeia.

Inicialmente escrevemos

3 2 -4
2 _3(x®-Tx+2) 4.
Y (x2—7x+2)4 ( )
Dai,
_a) _ -12(2x-7)
=3P —7x+2) | = —12|(P = 7x+2) B | (2x-7) = XD
y =3 4] =12 ) *henn = 7

Agora, retornamos nas consequéncias da regra da cadeia:

Se g é uma func&o derivavel, entdo y = sen[g(x)] = y'= cos[g(x)]-g'(x) .

Alternativamente, se u =g(x) , entdo |(senu)'= (cosu)-u'|.

Exemplo 18: Para derivar y =sen+/x podemos proceder diretamente pela

consequéncia2 da regra da cadeia sendo g(x) = \/; e g'(x) =% . Dai,
X

- ) =
wmmmgmzﬁm&.

Similarmente, supondo u =g(x) uma funcéo derivavel, podemos deduzir outras
consequéncias da regra da cadeia, a saber:
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1) Y=cosu = y'=(-senu)-u’

2) y=tgu = y'=(sec?u)-u’

3) Y =secu = y'=(secu- tgu)-u’

g Y =cotgu = y'= (—cossec? u)-u’

5) Y =cossecu = y'= (—cossecu- cotgu) -u’

6) y=a" (a>0, azl) = y'=("-Ina)-u’

7y y=e" = y=(")u

Observa(;éo 6: Em todas as consequéncias da regra da cadeia mencionadas
acima aparecem um fator multiplicativo u’ no final da regra de derivagdo. Além
disso, quando u = g(x) = x as regras de derivacdo se simplificam obtendo as derivadas

das funcbes elementares vistas anteriormente. Assim, as consequéncias da regra da
cadeia nos fornecem uma generalizacdo das derivadas das fungdes elementares.

Observa(;éo 7: Outras consequéncias da regra da cadeia, semelhantes as
vistas anteriormente, serdo apresentadas em uma Tabela Geral de Derivadas que
veremos posteriormente.

A regra da cadeia pode ser usada repetidamente, como veremos no exemplo 19
e exemplo 20 que seguem.

cos+/x

Exemplo 19: para derivar y = e utilizamos os seguintes passos:

e Fagamos u = cos\/; e utilizamos a consequéncia 9 da regra da cadeia para derivar
y =e", emrelacdo a X.Dai, y'=¢e"-U' = goosVx -(cos/x)' .

e Facamos, agora, v:\/; e utilizamos a consequéncia 3 da regra da cadeia para

1
derivar COSV , em relagdo a X. Assim, (cosv)' = (—senv)v' = (—sen ﬁ) —

24x
Unindo os dois passos de derivagéo obtemos:
y, —el.y = ecosx/; -(COS\/;)' _ ecos\/; -(—sen\/;). 1 _ sen/ x .ecosﬁ .
24/x 24/x
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Observa(;éo 8: No caso do exemplo 19 fizemos duas substituicdes, a saber,

u=cosyx e v=+/x.Com um pouco de préatica, podemos dispensar as substitui¢cdes
indicadas, tendo presente na memoria, porém sem escrevé-las, e proceder, de forma

Ccos

direta, o processo de derivacdo. Desta forma, para derivar y = e“*¥* procedemos da

seguinte forma:

X - eCOS\/;

, _d l: cos&} cos/x Toyr cos+/x / 1 sen
=—€ = € -(COS4X) =¢€ -(—=Senv Xx) - = —
aar ( ) ( ) 24/x 2./x

Exemplo 20: Para derivar y =tg®x® vamos utilizar as consequéncias 1 e 4

mantendo as devidas substituicdes na memdria, sem escrevé-las, isto é,
v = e®] = [ty = 5(t0x0)* - (9% = 519 x®)* - (sec? 1) - (63

=5 (tg x°)* - (sec® x3)-3x% =15 x? -tg* x> - sec? x°

3.4 Derivagao Implicita

As funcbes dadas até agora foram descritas expressando-se uma variavel
explicitamente em termos de outra como, por exemplo,

y=vx>+x+1 ou y=x3cosx ou y=f(x)

gue expressa y em termos da variavel x, denominada forma explicita de uma

funcdo. Vimos também regras para derivar fungBes definidas nesta forma.
Entretanto, muitas funcbes ndo sdo expressas na forma explicita e sim através de
uma equagao que envolve as variaveis x e Yy, tais como

x2+y?-16=0 ou x*+y>=6xy ou f(xy)=0.

Nesse caso, a variavel y € definida implicitamente como funcdo de x. Em
geral, se uma funcéo for dada sob a forma y= f(x), entdo, dizemos que f esta na
forma explicita. Porém, se uma funcdo f for expressa por uma equacgdo da forma
F(x,y) =0 dizemos que esta na forma implicita ou que a funcdo y= f(x) € definida
implicitamente pela equacdo F(x,y) =0. Neste caso, substituindo y por f(x) tem-se
uma identidade.
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Exemplo 1. A equacio x*+y?=16 define implicitamente a fungéo
f(x)=—/16—x? , pois substituindo y=-v16-x®> na equacdo x?+y%=16,
obtemos a identidade

2
x2+[—\/16—x2} =x?>+16 - x> =16.

Neste caso é possivel resolver a equacao X2 + y2 =16 isolando y como uma (ou até
mais de uma) funcdo explicita de x. Por exemplo, podemos resolver esta equacao

escrevendo y=v16-x® ou y=-+16-x> gue sdo duas fungOes explicitas de x

que satisfazem a equacdo dada. Assim, se y=+v16- x? temos, pela consequéncia 1

. dy 1 X .
da regra da cadeia, —=——— (-2X) = ————— ou, equivalentemente,
dx 216 - x2 V16— x2
dy _ _x
dx y

Note que, se escolhemos a fungéo y=-v16 - x2 (forma explicita) temos que

ﬂz_;.(_z)()z_ X dy __x

—————— 0u, equivalentemente, = ;
dx 2416 -x? —V16 - x2 ) dx y

Devemos observar que existem varias outras funcbes na forma explicita que

satisfazem também a equacéo X2 + y2 =16, por exemplo, a funcdo h, definida por

16-%x> se -4<x<0

h(x) = .
—{J16-x2 se O0<x<4
. L dy X
e sua derivada também é dada por ™ = —— sendo y = h(x).
X y

No entanto, nem sempre é facil encontrar, quando existir, a forma explicita de
uma funcdo definida implicitamente por uma equacdo. Por exemplo, se fosse para

explicitar y como uma funcdo de X em x3+y3=18xy, a tarefa seria bem
complicada. Com o uso do software GeoGebra podemos tracar a curva descrita por
esta equacao x> +y3 =18xy . Esta curva é denominada Félio de Descartes, veja
figura 1.

C
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Figura 1: Grafico da curva X2 + y3 =18xy

Observe no grafico da curva X3+ y3 =18xy que existem funcdes y= f(x) que
satisfazem a equacgéo dada.

Assim, para o calculo de derivadas de funcbes implicitas vamos utilizar um
método conhecido como derivacdo implicita que descrevemos a seguir:

Método de derivacdo implicita: Dada uma equagdo F(x,y)=0 na qual se

estabelece y implicitamente como funcé@o derivdvel de X, calcula-se y'=3—y do
X

seguinte modo:
Passo 1: Derive ambos os membros da equacdo em relagéo a x. Tenha em mente
que y é encarado como uma funcdo de x e, portanto, ao derivar, vocé devera

utilizar as regras de derivacéo (regra da soma, produto, quociente, regra da cadeia,
etc.).

Passo 2: O resultado do passo 1 ser4 uma equacgado nas variaveis x, y ey’ . Escreva

d ~
todos os termos que envolvem y':d—y no 1° membro desta equacdo e 0s outros
X

termos no 2° membro.

dy

Y em evidencia e explicite y’:d_
X

Passo 3: Coloque y':d— em funcdode x ey.
X

Vimos no exemplo 1 que ao passarmos da forma implicita para a forma explicita
podemos calcular a derivada. Vamos mostrar no exemplo 2 que, utilizando o método
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de derivagdo implicita descrito acima, podemos também calcular y':% sem
X

necessidades de passar para a representacdo explicita.

Exemplo 2. Considere a equacao X2 + y2 =16 . Vamos calcular, por derivacéo

dy

implicita, y':d— admitindo que y define implicitamente uma funcdo derivavel de
X

X. Seguindo os passos do método descrito acima, temos:
d 2 2 d d 2 d 2 dy
—|x =—|16 — X |+ —|y°[=0= 2x+2y-—=0
dx[ oY ] dx[ ]jdx[ ]+dx[y] Xy dx

d_y__2x_ X

d
:>2y-d—§=—2x:>dx— 2y Yy

que corresponde a derivada de cada funcdo f , definida por y = f(x) que satisfaz a
equagao X2 +y2 =16 (compare com o exemplo 1). Observe que a derivada esta

expressa em termos de y, mas isto ndo é uma desvantagem porque, na maioria dos

problemas, estamos interessados em calcular y' apenas em alguns pontos.

Observa(;éo: Observe que, para calcular a derivada de y", em relagdo a x,

admitindo y uma funcdo derivdvel de X, usamos a regra da cadeia para obter

i[y”]: n-y”‘l-ﬂ. No exemplo 2 utilizamos este resultado com n=2 .
dx dx

Exemplo 3. Suponhamos que a relagio x3+y3 =18xy define uma fungéo

y=f(x) e que essa funcdo €& derivavel em um determinado intervalo. Para

dy

determinar y’:d— em termos de X e y derivamos em relacdo a X, com o auxilio da
X

regra da cadeia e regra do produto, ambos os lados da equacao x3 + y3 =18xy e

isolamos y’:% em funcdo de x ey. Vejamos,
X
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%[ 8 +y3]=%[18xy] = 3x2+3y2.y =18y + 18xy’
= 3y2.y' —18xy’ =18y — 3x°
= (By2-18x)y =18y — 3x?

, 18y — 3x?

= —2—.
3y —18x

. . d . -
Assim, conseguimos calcular y’:d—y sem a necessidade de explicitar y como
X

uma funcéo de x.

Exemplo 4: Para encontrar a equacdo da reta tangente a curva x> + y3 =18xy

18y — 3x?

no ponto P(4,8) podemos utilizar que Y’ =
P P q 3y? - 18x

, conforme vimos no exemplo

18-8-3-4%2 96
3.82-18-4 120
ao Folio de Descartes em P(4,8) . Portanto, a equacdo da reta tangente é dada por

V- @) = F@K-4) = y-8=2(x-4) & y-Tx+20.

3. Dai, y'(4)

4 , ..
=z gue é o coeficiente angular da reta tangente

Y

~
]
8

/-4 0

-8

Figura 2: Tangente a curva 3+ y3 =18xy em P(4,8).

Exemplo 5. Suponhamos que a equacéo 3y4—x2 seny =4 — 4x define uma
fungdo y= f(x) derivdvel em um determinado intervalo. Para encontrar a equagéo

da reta tangente e da reta normal ao grafico da equacdo dada no ponto (1,0)
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utilizaremos o método de derivagdo implicita. Assim, para determinar y’:i—y em
X

termos de x e y derivamos em relacdo a x, com o auxilio da regra da cadeia e regra

dy

do produto, ambos os lados da equacgéo dada e isolamos y’:d— em funcdo de x ey.
X

Vejamos,
Olibykxzsew]:oli[‘l_‘“‘]jlzys'y'—(2><-‘seny+x2-cosy-y')=—4
X X
:>(12y3—X2~cosy)y'=2X.seny_4:>y,:2x3-se+—4
12y® —x*-cosy

Dai, o coeficiente angular da reta tangente a curva dada no ponto (1,0) é

y'(1) = 4. Logo, a equacdo da reta tangente é dada por y-0=4(x-1) < y=4x—-4.
Ja o coeficiente angular da reta normal a curva dada no ponto (1,0) vale —%

e, portanto, a equagéo da reta normal é dada por y-0= —%(x -) < y= —%x +% .

3.5 Derivadas de Ordem Superior
Se f € uma funcéo derivavel, entdo f’' também é uma fungdo que pode ter
sua propria derivada. Se f' for derivavel, a derivada de f’ é denominada derivada

segunda de f , e representada pelo simbolo f”. Dai,

dx :dx

dx

dx?

/ notagdo A2
f”(x):%[f'(x)] ou  y=Y d(dy] = dy

De modo analogo, podemos definir a derivada de f”", denominada derivada

terceirade f , representada por f".

00 = S[100] ou Y =

dx dx® -’

”’:M: d d2y noti@éo ﬂ
dx dx

Continuando o processo, obtemos derivadas de ordem superior de f . A

. .. . d" .
derivada de ordem n ou enésima derivada de f, representada por y(“) = d—g’ €
X

obtida derivando a derivada de ordem n-1, ou seja,
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n n-1
(n _ d y _ d(d y
e ax" dx(dx”‘1 » para nz1.

d°® . : . .
sendo y(o) :d_g: y, ou seja, a derivada de ordem zero de uma funcéo & a propria
X
funcéo. Existem varias formas de representar derivadas de ordem superior, como
vemos a tabela a seguir.

NotacOes para Derivadas de Ordem Superior

: N dy d
’ f'(x -~ —|f D
Derivada primeira y (x) o dx[ )] (Y]
- " " d2 d2
Derivada segunda y f(x) —zy —[f (0] D,Z[y]
dx dx
: : " " d® d?
Derivada terceira y f"(x) Kg dx_3[f (X)] DS[Y]
ivad @ top 9 Pl oyl
Derivada quarta y ) - 2 x 1Y
dx dx
. i d” d
Derivada enésima y™ f (M (x) dxr?l " [f0] D) [y]

Exemplo 1. Dado que f(x)=3x>-6x>+x vamos determinar
f M (x), paratodo, n>1, neIN.

fOx) = f'(x) =9x2—12x + 1,
f@(x) = f"(x) =18x — 12,
f&(x) = £"(x) =18,
f@(x)=0

fM(x) =0, vn=4

Exemplo 2: Seja f(x):ﬁ=(3x+1‘l. Vamos encontrar f', f" e f".
X+

Vejamos:
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F(x) =—1@x+ )2 3=——>
(3x+1)
_ _ 18
f7(x) = (-3)-(-2)- (3x+1) 2 -3=18(8x+1) > =————,
(x)=(-3)-(-2)( ) ( ) 3x:1)°
_ _ -162
f"(x) =18-(-3)-(3x+1)*-3=-162(3x+1) 4 = ——=
(x) (=3)-( ) ( ) B3
Exemplo 3: Dado que f(x)=senx vamos determinar
f (M (x), paratodo, n>1, neN. Vejamos:
fOx) = f(x) =
2 ) (X) =senx senx ; n=0,4,8,---
f D (x) = f'(x) = cosx cosx :  n=159...

" f(n) =
£®(x) = £"(x) = —senx =1 senx; n-2610,--

f 3 (x) = f"(x) =—cosx —cosx; n=3,7,11--

ou, equivalentemente, f (™ (x) =sen(n7”+xj, nelN .

2

<
Exemplo 4: seja f(x)= X7 se X<l pora encontrar f'e f° procedemos da
1 se x>1

seguinte forma:

e para x<1, f(x)=x® = f'(x) = 2x;
e para x>1, f(x)=1= f'(x)=0;

e para x=1 temos que aplicar a defini¢do. Como f'(1) # f /(1) pois,

— 2 J— —
f/(1) = lim FOO-T@ _ jim X221 iy DD (x+1) =2
x—1" X—= x—1" x-1 x—1" x-1 x—1"
e

= lim 1-1_ lim0 =0
x—1T x-1 Xx—1"

f/(1) = lim w—

x—1%

decorre que nao existe f'(1).

~ . - , 2x se x<1
Portanto, a funcdo f' é definida por f'(x) = {

0 se x>1°
De forma andloga, para determinar f” procedemos da seguinte forma:

e para x<1, f'X)=2x = f"(X)=2;
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e para x>1, f'(X)=0= f"(x)=0;
e para x=1 temos que ndo existe f"(1l) pois f n&o é derivavel em x=1.

2 se xx<1

Portanto, a funcdo f"” é definida por f"(x) = ;
une nidap (){Osex>1

Exemplo 5: Considere a equacéo x* +3y4 =16. Vamos calcular, por derivacao
d?y

implicita, y"=
P dx?

admitindo que Y define implicitamente uma fung¢édo duas vezes
derivavel de x. Vejamos,

d 4 4 d 3 3 '

—I[x" +3y" |[=—]16 4x° +12y°-y'= 0

dx[ y ] dx[ I= oy

, —4x® B -x3

= V= =—
y 12y3  3y3

Assim, conseguimos calcular y’:% expressa em termos de x e Y. Agora,
X
repetimos o método de derivacéo implicita na nova equacdo Y’ =3—3. Observe que,
y

3

3y

inicialmente, para o calculo da derivada do quociente , aplicamos a regra do

quociente e, para a poténcia y3, a regra da cadeia. Dai,

)= 1{ - } NV (ax2) fay?)- () oy2 -y

dx dx| 3y (3y3)2
oy oxdy?y —x2 K3y
= ¥= : 6 Y- 3 " 3/
9y y: oy
Ly i)—_xz+ﬁ.(—x3]_—xz_ x° __Xz{M}
y2 oyt 3y y® 3y’ 3y’

3yt +x?

Portanto, y"=— x?
{ 3y’

} € a derivada segunda expressa em termos de x e Y.

(*) Utilizamos a relacdo ja encontrada para a derivada primeira expressa em termos de

3

—X
X e uevale y'=—-.
Yy q 3y°
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3.6 Derivadas de Funcoes Inversas

Nas secdes 3.2 e 3.3, aprendemos como derivar a funcdo exponencial e as
funcdes trigonométricas. Agora, aprenderemos uma regra para derivar a inversa de
uma funcdo derivavel e aplicaremos tal regra para encontrar a derivada da funcéo
logaritmica (inversa da funcdo exponencial), bem como as derivadas das funcdes
trigonométricas inversas.

Teorema 1 (Regra da derivada da funcéo inversa): seja f uma fungéo definida
em um intervalo aberto | . Suponhamos que f admite uma funcéo inversa ¢, isto
é, y=f(x) se, e somente se, x=g(y). Se f é derivavelem | e f'(x)#0, Vxel,

entdo g=f ! é derivavel e vale

, ou equivalentemente, (f 1)'(f(x)) = .

g'(y) = -
f'(a(y)) f'(x)

Demonstracdo: Considerando que § ¢é a inversa de f (isto é,
y=f(X) < x=g(y)) temos, derivando implicitamente em relacdo a X, a equacao

k=00, MW= Tlw] & 1-0mY @ gw -5 -

dx

Como y=f(x) e x=g(y) entéo %: f'(x), j—;zg’(y) e f'(x) = f'(g(y)) . Dai,

o _ 1 ou, equivalentemente, | 9'(y) = :
dy ~ dy |°" ™ | o) |
dx

Exemplo 1: Se f é a fungdo definida por y = f(x) = 8x*, sabemos que sua
inversa é a funcdio g=f 1 definida por x = g(y) = %13/ y . Como f'(x)=24x*#0

para todo x#0 temos que, se tomarmos | sendo um intervalo aberto que ndo

contenha a origem, como por exemplo | =(0,+w0), a derivada de g = f1eé

1 1 L Loy

' - 2~ 2
f'(a(y)) 24[g(y)] 24[;%} 6

a'(y) =
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Observacédo 1: A letra do alfabeto utilizada para representar a variavel de
uma funcdo ndo é relevante. No exemplo 1, € comum dizermos que a inversa da

funcio f(x)=8x> é a funcdo g(x):%%/? cuja derivada é dada por

-2/3

1 .
g'(x) = EX , Vxel, onde usamos como variavel, a letra x no lugar de Y .

Teorema 2 (Derivada da funcéo logaritmica): Se y=log, x, (a>0 e a=1), entdo

1
x-lna

y

Demonstracdo: Sabemos que se y=log,x entdo a’=x. Derivando

implicitamente em relacdo a x a equagdo a’ = x e utilizando a consequéncia 8 da

d_y_ 1 1
dx a¥ . Ina x-Ina

regra da cadeia temos i[a"]: i[x] - ¥ -1 =
dx dx dx

Em particular se a=¢€ temos a fungdo y =1loge X =Inx e a derivada sera
1 1

xlne X

!

Teorema 3 (Derivada da funcdo inversa do seno): Se y=arcsenx, entdo

Demonstra(;éo: Sabemos que a fungéo inversa da funcdo seno € definida por

y =arcsenx < seny = x e —— <y <—. Derivando implicitamente em relagéo a X

i
2

NS

a equacao seny = x obtemos

d d 1
e = — ’:1 R
Lpeny]=Lfd = osyy=1 = y= L.
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Precisamos, agora, escrever cosy em fungcdo de x. Para isso, usaremos a
relacdo trigonométrica cos? y+sen2y =1 que resulta cOSy = +4/1— sen’y . Uma vez

que —-—< yﬁg temos que cosy > 0. Dai, cosy=+\l1—sen2y e como seny = X,

NN

entdio cosy =4/ 1- x2

, 1 1 . d
Portanto, y' = ——= , OU seja, — (arcsenx) =
cosy 1—x2 dx 1— x2

Teorema 4 (Derivada da funcao inversa do c0SSeno): Se y =arccos x, entdo
.=l

1-x? -

Demonstragéo: Sabemos que a funcdo inversa da funcdo cosseno € definida

por y=arccos X <> cosy=x e 0<y<r.

Derivando implicitamente em relagdo a x a equacdo cosy = x obtemos

d d -1
—J|cosy|=—|x| < (-seny)y'=1 = y'= .
G lcosyl=—Ix] & (=seny)y Y=y
Umavez que 0<y<rx temos que seny >0 . Dali,
5eny=+\/1—cos2 y =41-x
, -1 d -1
Portanto, y' = ou seja, (arccos X) = .
seny —x2 1-x?

Teorema 5 (Derivada da funcéo inversa da tangente): Se y=arctgx, entéo
, 1
1+x2
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Demonstra(;éo: Sabemos que a funcéo inversa da funcdo tangente é definida

por y=arctgx < tgy=x e —%< y <%. Derivando implicitamente em relacdo a X
a equagao tgy = x obtemos

d d , ,
—[tgy]=&[><] o (sec’y)y'=1 = y'=

dx sec’y

Uma vez que sec? y =1+th y e tgy = X, segue que

,1 1

- seczy _1+tgzx _1+x2

. d
ou seja, —(arctgx) = 5 -
dx 1+x

Observagéo 2. De forma analoga, podemos derivar a funcéo inversa da

secante, cossecante e cotangente.

Supondo u =g(x) uma fungéo derivavel, podemos deduzir também outras
consequéncias da regra da cadeia relacionadas com as funcdes inversas, a saber:

1) %[Inu] :%.uf

) %[amsenu]: 1_1u2 o
®3) %[arccos ul= - 1_1u2 o
(4) %[arctgu]z 1+1u2 U

Exemplo 2: Para derivar y=arcsen x3 aplicamos a regra

d . . .
&[arcsen u] = - -u", juntamente com a regra do quociente. Dali,

1-u

%[arcsen x3]= 1 -(x3 ) = 3¢°

J1-(3)? 1-x8
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Exemplo 3: Para derivar y=Inv1+x* aplicamos as regras di[lnu] T
X u
i[u"]zocuo“l-u’. Dal,
dx
, 1 ,
i[m\/uxz}: 1 [ 1+x2} .t 2 [1+x2]2 (1+x2)
dx 1+ x2 1+x% 2
1
1t 1 [1+x2]75 (2x) = X = X2
1+x% 2 1+ x2 41+ x% 14X
. 1-x? .
Exemplo 4: Para derivar y =arctg I aplicamos a regra
+X
d 1 . . .
d—(arctg u) = Y -u’, juntamente com a regra do quociente. Dali,
X +U
d arctg 1-x? B 1 _ 1-x? ,_ 1 _ —2x(1+x2)—(1—x2)2x
dx 1+ x2 1-x2 2 |1+x2 (1-x2)? (1+x2)?
1+ 1+ 22
1+x2 @ +x7)
(122 ,{—2x (1+x2)—(l—x2)2x}
(1+x2)% + (1—-x?)? (1+x2)2
B @+ x%)? '—2x—2x3—2x+2x3 . —4x —2X
1+2x% +x* +1-2x% + x4 (1+x%)2 2+2x*  1+x*

Agora, vamos apresentar um resumo das principais féormulas de derivadas vistas
até o momento.
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3.7 TABELA GERAL DE DERIVADA

Na tabela que se segue U,V sdo funcBes derivaveis de X e C,a, a sdo
constantes reais.
@ y=c=y=0
@ y=x=y-=1
B) y=cu=y=cu
4 y=u+v=y=u+Vv
G y=u-v=y=u-v+u-Vv

u , uv—-u-v
©® y=-=y=——g—
\ v

7 y=u® = y=qu*t.u, (@=0)
@ y=a' = y'=a-nau, (@a>0,a=l)
© y=e' =y=e"u

(10) y=log,u = y'=

-u’, (a>0, a#1l)
u-lna

!

(11) y=lnu = y'==-u

C |-

(12) y=senu < y'=(cosu)-u’

(13) y =cosu < y'=(-senu)-u’

(14) y =tgu < y'= (sec’u)-u’

(15) y =secu < y'=(secu-tgu)-u’
(16) y = cotgu < y'= (—cossec®u)-u’

!

(17) y =cossecu < y'=(—cossecu- cotgu)-u

(18) y=arcsenu < y' = ! -u’
1-u?
’ -1 ’
(19) y=arccosu & y' = -u
1-u?
(20) y=arctgu < y'= > U
1+u
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Teste 0 seu conhecimento

1. Ache os pontos da curva y =sen(3x) nos quais a tangente ¢é horizontal.

dy

2. Encontre & supondo que a equacdo dada determina Y implicitamente como uma funcdo
X

derivavel de x.

51 2" +In(y—-4) =senxcosy
29 (arctg x3)5 +3x=y*—x

3 3 a4
sz 8eny” +e’ =(x"-6)

3. Encontre a derivada das seguintes fungdes:

a1 0= (SX_7)_5 sz T(X)=Mn(<? +3)
a3 ()= cos(5t5 - 7)
2
(x ) a1 [(X)=19 (ex)
(2x j 315, 1(x)=cos(inx)
2 3.16. £ (x)=sen(x® - 7)
f(x)= (2x2 _9x+8) 3 L ) sen x
x)=(2x2 —3x+1) (3x+2) 18 f(x)=senx®
)= m TR
f(x)= £(x) = cos(2x)
37. W 3.20, cos?(x)
f(x)= (7x+\/ X2 +3)6 501 f(x)=e¥"sen(4x)
338. )
f(t)=In ( j
39, f(X): (5/4x+1)m 3.92. _t2
f(x)= @D 203 f(t)=arctgyl+t?
3.10 = [ 2]
f(x)=1 t
3.11. f(x)= e 304 f(X)=In|arctgx

4. Esboce os graficosde f e f'.

41lf(x)=x2|x|;
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2
f(x)z{x +3 se x<1
49 5x-1 se X>1.

5. Determine, se existir, a derivada da funcdo f nos pontos indicados a, b e c. Caso ndo
exista, justifique.

x2-3, x<0
51 f(x)=42x-3, 0<x<2 a=0, b=2, c=1;
3 , x>2

2x+1, x<O

52.  f(x)={x*+1, 0<x<2 a=0, b=2 c=1;
3 , x>2
3

53, f(x)={* "t *<O a=0, b=-3, c=3;
x> +1, x>0

54.  f(x)=+x*-4 a=-2, b=2, c=5

55.  f(x)=|x—5] a=5 b=0, c=-3

6. Encontre os valores de x para os quais a derivada das seguintes funcgdes € igual a zero.

6.1. f(x)=4x>-10x*+3x-7

7. Dadaafungdo f abaixo determine D(f), f'(x) e D(f’)

21 f(x)=+x-5
1
f(x)= —
7.2 (X) In x
2X, X<0
R
7, X“, x>
54 f(x)=15%

2
f(x): - X se x<-1
75 2X+3 se x=>-1
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8. Seja f afuncéo definida por f(x)=~/4—x . Verifique se
8.1.é derivavel no intervalo [0, 4];

8.2. f éderivavel no intervalo [1, 3];

9. Calcule f"(x) das seguintes funcdes:

oL f(x):(?x2 +6x)7 f(x)= 14
94 X—
£ (x) = sen? 2
ap F(¥) sin X +c0s” X e f(x):ln(x2+1)
03, f(X)=¢"" 2x
f(x)=
9.6 3x-3

10.Calcule f#)(x) das seguintes funcges:
o F)=7x°-4ax*

0o ()= J3-4x

11.Verifique os intervalos onde as derivadas de segunda ordem das seguintes fungfes séo
positivas e negativas.

f(x)=e*

11.1.
1o f(x)=4x®-10x*+3x-7
13 fx)=2x*-4

12, Dada a funcéo | (%)=(~1" getermine:
12.1. osvalores de X paraos quais f'(x)=0;
12.2. intervalos onde f'(x)>0 e f'(x)<0;
12.3. osvalores de X paraos quais f"(x)=0;

124, intervalos onde f"(x)>0 e f"(x)<0;
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CAPITULO 4. APLICACOES DA DERIVADA

4.1 Taxa de Variacdo

Vimos que a interpretacdo geométrica da derivada de uma funcdo f em um
ponto P(a, f(a)) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f em P.
Agora veremos que a derivada de uma funcdo f pode ser interpretada como uma
“taxa de variacdo de f em relacdo a x” em um ponto (x, f(x)). Veremos que
existem muitas aplicacbes praticas da taxa de variacdo, como por exemplo,

velocidade, aceleragéo, taxa de crescimento de uma populacéo e outras.

A taxa de variacdo pode ser de dois tipos: taxa de variacdo média e taxa de
variacdo instantanea. Para introduzirmos essas taxas e analisarmos a diferenga entre
elas, necessitamos de definicdes e algumas notacdes especificas.

Relembramos que o simbolo A (delta) quando escrito na frente de uma
variavel significa a diferenca entre dois valores desta variavel. Assim, a notacéo
padrdo para representar a variagdo de uma variavel x é Ax (leia-se "delta x"), de
modo que Ax=x; —X, (valor final de x menos o valor inicial de X) representa a
variacdo em X ao se passar do primeiro valor para o segundo. Também vale ressaltar
gue AX nao é o produto de um namero A por um nimero X, mas um Unico namero,
gue podera ser positivo ou negativo, denominado variagdo de X ou incremento de X.
Podemos considerar também x, =x, +Ax.Se y=f(x) e a variavel independente

muda de x, para X, =X, +Ax entdo podemos definir AX e Ay da seguinte maneira:
AX =X1 =X, =(Xg +AX) =X, € Ay = f(x1)— F(Xo)=F(Xo +AX)— f(X,)

Note que, neste caso, o valor de Ay depende de x, e de Ax.

A

fa)pm—m———————— (@1, (1))

f@)f = ff = = = mm mm m !
’ 1(zo, f(z0))

w

Ty Az =x1—29 1 T

Figura 1: Representacdo grafica de AX e Ay
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Vamos agora analisar o comportamento de uma particula que se move no plano
numa trajetéria qualquer, retilinea ou ndo. Seja s o espaco percorrido pela particula
até certo instante de tempo t. Como s é uma funcdo do tempo, escreveremos
s=s(t) . Agora vamos considerar o movimento durante um intervalo de tempo At,

isto é, entre um intervalo de tempo t e outro instante subsequente t+At.
Consequentemente, o espago s sofrera uma variagdo correspondente As. Essa
variagdo, dada por As=s(t+ At) —s(t), é o espago percorrido desde o instante t até o

instante t+At. A velocidade média V,,, nesse intervalo de tempo que vai de t a

t+ At, é definida como sendo igual ao quociente da variacdo do espaco percorrido

pelo tempo gasto em percorré-lo, isto é, v, :W:%.

Exemplo 1: A funcéo s, definida por s(t)=10t>, 0<t<4 , fornece a distancia,
em km, em linha reta, que um motorista de caminhdo se encontra do local de partida
apos t horas. Assim,

e nointervalo de t=2,8 a t=3 horas a taxa média de variacdo no espago €
As s(3)-s(28) 90-78,4
At 3-28 02
2,8 a 3 horas.

e nointervalode t=2,9 a t=3 horas a taxa média de variacdo no espago é

As s(3)-s(29) 90-78,4
At 3-29 0,1
2,9 a 3,0 horas.

e nointervalo de t=3 a t=3,2 horas a taxa média de variacdo no espago €

E _ 5(3,2) — s(3) _ 102,4-90
At 32-3 0,2
de 3,0 a 3,2 horas.

=58 km/h que é a velocidade média no intervalo de

=59 km/h que é a velocidade média no intervalo de

=62 km/h que é a velocidade média no intervalo

Sabemos que a velocidade do carro varia durante o percurso, isto é, o carro
tem sua velocidade aumentada ou diminuida durante o intervalo de tempo
considerado. Dai, a velocidade média pode ndo ser igual & velocidade mostrada no
velocimetro no instante t (velocidade instantanea). Por exemplo, como podemos
saber exatamente qual é a velocidade (velocidade instantanea) do carro no instante
t=3? Para isso vamos calcular a velocidade média em intervalos de tempo At cada
vez menores e proximos de t=3. Vejamos alguns dados em uma tabela.

As
Intervalo de tempo At () AS (km) V= A (km/h)
28<t<3 0,2 11,6 58
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29<t<3 0,1 5,9 59
2,99<t<3 0,01 0,599 59,9
2,999<t<3 0,001 0,05999 59,99
3<t<32 0,2 12,4 62

3<t<31 0,1 6,1 61
3<t<3,01 0,01 0,601 60,1
3<t<3,001 0,001 0,060 60,01

Com base na tabela acima, podemos observar que, quanto menor for o valor de

At>0, a velocidade média v, :%, em intervalos de tempo do tipo [3, 3+At] ou

[3—At, 3], torna-se cada vez mais proxima de 60 km/h. Assim, a estimativa para
velocidade exata (velocidade instantdnea) no momento t=3 horas sera

v3)~28 <60 Kkm/sh,
At

Em geral, para caracterizarmos o estado do movimento num dado instante t,
vamos imaginar intervalos de tempo At cada vez menores, para que as velocidades
médias correspondentes possam dar informacgfes cada vez mais precisas do que se

_s(t+At)—s(t) _As

passa neste instante. A velocidade média v, v torna-se cada vez

mais proxima da velocidade instantanea, v=v(t), no instante t, quanto menor for o
. As . ~ .
valor At. Assim, v z?t’ e essa aproximacéo sera cada vez melhor quanto menor for

o valor At. Isto nos leva ao conceito de velocidade instantanea, v=v(t) , no instante
t, como sendo v(t) = lim s+ Ay -s@) = lim As _ds _ s'(t), isto é, a velocidade
At—0 At A0 At dt

instantanea no instante t ou, simplesmente, velocidade no instante t, é a derivada
do espaco em relacdo ao tempo no instante t .

Exemplo 2: A fungéo s, definida por s(t) =10t2, 0<t<4 , fornece a distancia,
em km, em linha reta, que um motorista de caminh&o se encontra do local de partida
apés t horas. Para obter a velocidade exata em t=3 (velocidade instantanea),
observamos os valores da velocidade média nas vizinhancas de t=3, com intervalos
cada vez menores, isto é, quando At se aproxima de zero (At - 0). O valor exato da

velocidade no instante t=3 é dado por v(t)= lim as_ s'(t)=20t.
At—0 At
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Logo, para t=3 tem-se que v(3) = lim E=s’(3):20-3:60 km/h.
At—0 At

Este resultado estd de acordo com o que vimos no exemplo 1.

Observamos que a velocidade média é a razdo entre duas variacdes, que
denominamos de taxa de variagdo média, conforme definicéo a seguir.

Definicdo 1: Sse y=f(x), a taxa de variagdo média de y em relacdo a X no
intervalo [xo,x0 + Ax] € dada pela razéo das variagoes, isto é

Taxa de variacio média = Ay _ T +4%) = T(%)
AX AX

f@o+A%) m e m e m = (zo + Az, f(zo + Ax))

1
:Ay = f(wo + Az) — f(o)
1

floo) | = pfm = =2 o - - !

pd

7 ) To+ Az T

v

Figura 2: Taxa de variacdo média

Definicdo 2: se y=f(x), a taxa de variagéo instantanea ou, simplesmente, taxa
de variacdo de Yy em relacdo a X em um ponto (x, f(x)) é dada pela seguinte
expressao:

Taxa de variagdo = lim A _im ST+ A%) — T(x)
Ax—>0 AX  Ax—0 AX

Exemplo 3. Sabemos que a inclinacdo da reta r que passa pelos pontos

(X Yo) € (%, Y1) € dada por m=2Y - Y1~ Yo _ VaNIaGao dey
AX X, —X, variacdodeXx
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Entdo é possivel expressar a inclinagdo de uma reta como quociente de dois
incrementos. Ao fazermos isto estamos considerando a inclinacdo de uma reta como
uma taxa de variacdo meédia de Yy em relacdo a x. Note que m=tga, conforme

ilustra a figura 3.

Figura 3: Inclinacdo de uma reta

Em particular, a inclinacdo da reta tangente ao grafico de y= f(x) no ponto

(X,, f(X,)) € a taxa de variagdo instantanea de uma variavel em relagdo a outra, no

ponto (X,, f(X,)) e isto é exatamente a derivada de f , calculada em x, .

Observagéo 1: Nos problemas praticos, é importante definir a unidade que

sera utilizada para medir a taxa de variagdo. Uma taxa de variacdo do tipo % €
X

sempre medida em “unidades de Yy por “unidades de x”. Assim, por exemplo, se Y

. . _— . . Ay . _—
€ medido em quildmetros e x é medido em horas, 2Y & medido em quildmetros por

AX
hora. Também é conveniente usar t com sendo a variavel independente, em lugar de
X, quando a variavel independente esté relacionada com o tempo.

Exemplo 4: Em 2010, a populagio mundial era de 6,908 bilhdes de habitantes,
conforme dados divulgados pelo Fundo de Populagédo das Nagfes Unidas. A projecéo
feita para 2050 é de que habitardo o planeta 9,1 bilh6es de pessoas. Determine a

N - ~ . ~ AP .
taxa de variacdo média da populacdo mundial em relagédo a t, e no intervalo

[2010,2050].
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Solugéo: Como a populacdo mundial em 2010 era de 6,908 bilhdes e a
projecdo para 2050 é de 9,1 bilhdes, entdo a variacdo da populacdo serd dada por

AP =9,1-6,908 =2,192 e a variacdo do tempo sera At=2050-2010=40.

Portanto, a taxa de variacdo média da populacdo mundial em relacdo a t, no

intervalo [2010,2050], é dada por i—fz%:o,os bilhges/ano.

Exemplo 5: Numa experiéncia controlada, a area total utilizada para certa
cultura é anotada a cada hora. Um estudante obtém experimentalmente a seguinte
tabela:

Area de criacdo (cm?) 320 500 600 540 504
tempo (hora) 0 12 24 36 48

No intervalo de tempo de t=0 a t=12 a taxa média de variacdo na area é

Ay 500-320

= 15 cm?/h
At 12-0

No intervalo de tempo de t=24 a t =36 a taxa média de variacao na area é

Ay 540-600

= -5 cm%h
At 36-24

O significado da taxa de variacdo negativa indica que a quantidade desta
cultura esta diminuindo.

Observa(;éo 2: Uma aplicacdo comum da taxa de variacdo média é a
determinacao da velocidade média de um corpo que estd se movendo em linha reta.
variacdo da distancia _ As

Temos velocidade média = —~— =— € uma taxa meédia de
variagéo do tempo At

variagdo. Quando passamos ao limite com At — 0 obtemos a velocidade instantéanea

. . . . A p o
ou velocidade no instante t. velocidade = lim = — % gue é uma taxa de variagdo

At—0 At
instantanea.

Exemplo 6: Uma pedra é lancada verticalmente do solo, para cima, com
velocidade inicial de 112m/s. Ap6s t segundos, sua distancia do solo é dada por

s(t)=112t—4,9t>.
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Determine:

e avelocidade V da pedra, quando t=3 segundos;
e 0 instante em que a velocidade da pedra é zero;
e avelocidade da pedra ao atingir o solo.

Solucao: sabemos que v(t)= o 112 - 9,8t . Portanto, v(3)= W 82,6 m/s
€ a velocidade da pedra quanto t=3 segundos.

ds ds
d

Basta resolver a equagéo v(t)=$:112—9,8t=0 cuja solucdo é t=114
segundos.

Inicialmente, devemos determinar os instantes em que s(t):112t—4,9t2 =0,
ou seja, t(112-49t)=0 < t=0 ou t=22,9 segundos. Dai, a velocidade da pedra ao

atingir o solo é dada por v(22,9) = ? =-112 m/s.

t=22,9
O significado da velocidade negativa indica que a pedra esta descendo e atinge
o solo a velocidade de 112 m/s.

Observacéo 3: Observe a relagéo existente entre o sinal da derivada e o
crescimento ou decrescimento de uma funcdo. Note que, se uma funcgdo é crescente
entdo sua derivada € positiva ou zero, ou seja, a “taxa de variacdo” é positiva ou
zero e sendo decrescente sua derivada é negativa ou zero. Este fato sera estudado
posteriormente com maiores detalhes.

4.2 Taxas Relacionadas

O problema que relaciona duas ou mais variaveis que dependem de outra
variavel independente, por exemplo, o tempo t, é chamado de problema de taxas
relacionadas.

Exemplo 1: O raio de uma circunferéncia cresce a taxa de 21 cm/s. Determine
a taxa que aumenta o comprimento da circunferéncia.

Solucdo: Sejam r o raio da circunferéncia, em
centimetros (cm), t o tempo, em segundos (s) e C o
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comprimento da circunferéncia, em cm. Observe que, a medida que o tempo passa,
0 raio e o comprimento aumentam, de modo que o raio r=r(t) e C=C(t) sdo dados

em funcdo de t. Sabemos que as variaveis r=r(t) e C=C(t) estdo relacionadas por

meio da formula C(t) =2z r(t). Aléem disso, a informagéo que o raio cresce a taxa de

21 cm/s, significa que %:21 cm/s. Precisamos determinar a que taxa aumenta o

. . A . .. ., dC . T ~
comprimento da circunferéncia, isto €, e Derivando implicitamente, em relacéo a

t, a equacdo C(t) =2xr(t), encontramos uma nova equagao que envolve as taxas de

variacao, isto é, C(ij_ct:: 27[%( as taxas estéo relacionadas).

Agora, considerando que %:21, temos O(ljfzznj::27:-21:42m42-3,14:13],95 cm/s,

isto €, a taxa com que o comprimento da circunferéncia aumenta é de,
aproximadamente, 131,95 cm/s e independe, neste caso, do raio.

Diretrizes para resolver problemas envolvendo taxas relacionadas.

e Passo 1: Desenhe, se possivel, uma figura e identifique as variaveis e as
constantes. Use t para tempo. Considere que todas as variaveis sio fungoes
derivaveis de 1 ;

e Passo 2: Expresse todas as informagBes numéricas dadas em termos dos
simbolos que vocé escolheu;

e Passo 3: Expresse o que vocé deseja determinar, geralmente uma taxa, em
termos da derivada;

e Passo 4: Obtenha uma equacao que relacione as variaveis do problema. Talvez
vocé possa combinar duas ou mais equagdes para conseguir uma Unica,

e Passo 5: Derive implicitamente, em relacgdo a t , a equacéo encontrada no
passo 4. Neste caso, sera encontrada uma nova equacao que envolve as taxas
de variacao (taxas relacionadas);

e Passo 6: Expresse a taxa que vocé deseja determinar em termos das taxas e
variaveis cujos valores sdo conhecidos;

e Passo 7: Substitua as informacfes numéricas dadas na equacéo obtida no passo
6 para encontrar a taxa desconhecida. Estes valores numéricos devem ser
introduzidos somente no estagio final do processo de resolucdo do problema.

Exemplo 2: Quando uma chapa metalica circular é aquecida, seu raio aumenta
a uma taxa de 0,0lcm/min. Determine a que taxa a area da chapa aumenta quando
seu raio é de 50cm.
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Solucéo: Inicialmente, identificamos no problema as
variaveis e as constantes. Sejam t o tempo, em minutos, r o
raio, em cm, e A a area, em cm? da chapa metélica
circular. Observe que, a medida que o tempo passa, 0 raio e a

area aumentam, de modo que o raio r=r(t) e A=A(t) sdo

funcdes de t relacionadas pela equagdo A=A(t)=r[rt)F.
Além disso, a informagdo que o raio cresce a taxa de 0,0lcm/min, significa que

d—[:0,0l cm/min. Precisamos determinar a que taxa aumenta a area da chapa

L .., dA
A= A(t) quando seu raio é de 50 cm, isto é, oA

" . Derivando implicitamente, em
r=50

relacdo a t, a equacédo A=7r?, encontramos uma nova equacdo que envolve as

taxas de variagéo, isto é, ?j—?: 2z r% (as taxas estdo relacionadas).

dr

Agora, considerando que E:O,Ol, temos d—A =27-(50)-(0,01) =z cm*/min.

r=50

Observe que, neste caso, a taxa de variacdo da area depende, ndo apenas da
taxa de variacdo do raio, mas também, do préprio raio.

Exemplo 3: Uma escada com 25m de comprimento esta apoiada em uma
parede vertical. Se a base da escada deslizar horizontalmente, afastando da parede a
taxa de 3m/s, com que velocidade o topo da escada esta deslizando, quando sua
base estd a 15m da parede?

Solucéo: Inicialmente, vamos identificar as variaveis e
as constantes do problema. Denotemos por t o tempo
medido em segundos, a varidvel Y como sendo a
y distancia, em metros, do chdo ao topo da escada e por
X a distancia, em metros, da base da escada a parede.

X Pelas informacbes dadas no problema, podemos
. . d o
escrever %=3m/s. Precisamos determinar —i’ . Pelo Teorema de Pitagoras
x=15

podemos relacionar as variaveis x=x(t) e y = y(t) pela equacéo (25)2 =x%+ y2 .
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Derivando implicitamente, em relacéo a t, encontramos

d 2 df - 2 dx dy dy
dlo5)2]-L 0o B ypy W b =X dx
dt[()]dt[x+y]c> Y TV w T w Ty

. dy - X dx
ou, equivalentemente, —=

dt Jeo5_x2 Ot

Substituindo as informac6es numéricas dadas

dy -15 9
ay ===  .3=-"=-225 m/s.
dtlx-15 /625 (15)2

Exemplo 4: Um reservatério tem a forma de um cone circular reto invertido,
com 16m de altura e 4m de raio da base. Se a 4gua entra no reservatdrio a uma taxa
de 2m®/min, com que velocidade o nivel da &gua estara subindo quando a
profundidade é de 5m?

SOIUQ&O: Sejam t o tempo decorrido, em minutos, desde que a agua comecou

a entrar no reservatoério, h a altura, em metros, do nivel de agua em t minutos, r a
medida em metros do raio da superficie da agua, em t minutos e V a medida, em
m®, do volume de &gua, em t minutos. Observe que, & medida que o tempo passa, as

variaveis r, h e V aumentam, de modo que r=r(t), h=h(t) e V=V(t) sdo

funcdes de t relacionadas pela equacao V :%mzh (volume do cone). Pelos dados

. . . dh
do problema podemos escrever Z—Y:Z m°/min e precisamos determinar ot .
h=5

Por semelhanga de triangulos podemos relacionar as variaveis r e h, obtendo a

~. 4 16 1 .
equagao — = Yy S r= Zh . Dai, podemos escrever
r

2
3 3 48

Derivando implicitamente, em relacédo a t, encontramos

dv d {7[ 3} dv 37, (dhj dh 16 dv
— = | h o —="Ch e — =
dt  dt| 48 dt 48 dt dt  7h? dt

Substituindo as informac6es numéricas dadas temos que

C

ad
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dn = 16 2= 32 m/min.

e

Exemplo 5. Um trabalhador ergue um saco de areia de cimento para uma
plataforma situada a 12m acima de sua cabeca por meio de um cabo de 24m de
comprimento que passa por uma roldana na plataforma. Ele segura firmemente a
extremidade da corda ao nivel da cabeca e caminha a 1,5m/s, na horizontal, de
modo a se afastar do ponto P que estd diretamente abaixo da roldana. Com que
velocidade o saco de areia esta sendo levantado quando o trabalhador esta a 9m do
ponto P ?

SOIUQ&O: Facamos um desenho para modelar o problema. Vejamos:

roldana na plataforma

saco de areia ¢

trabalhador

¢
P
Figura 1: Modelagem do problema

Agora, vamos identificar as variaveis e as constantes. Usando t para tempo,
denotamos por Y a distancia do saco a roldana e, por X, a distancia do ponto P ao

trabalhador. Observemos que y=y(t) e x=x(t) sdo funcdes de t. Além disso, como

0 cabo tem 24 m de comprimento, temos que a distancia do saco de areia ao
trabalhador € 24m. Dai, a distancia da roldana ao trabalhador de 24 -y, conforme

ilustra a figura 2.

_ roldana na plataforma
y 24 - y
12 .
saco de areia
L trabalhador
P b

Figura 2: Identificando as variaveis
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Pelos dados do problema podemos escrever %:LS:%m/s e precisamos
determinar —)t/ .Pelo Teorema de Pitdgoras podemos relacionar as variaveis
x=9

x=x(t) e y=x(t), obtendo a equacdo (24-y)?>=(12)2+x>. Derivando

implicitamente, em relacdo a t, encontramos

X

%[(24— y)2]=%[(12)2 ix?] o 2(24-y) .(_d_yJ —2.8

dt
Expressando a taxa que vocé deseja determinar em termos das taxas e variaveis
dy —-x dx

== — ou, equivalentemente,
d 24-y dt a

cujos valores sdo conhecidos, temos

dy - X dx

dt lag e dt

Substituindo as informac6es numéricas dadas

dy -9 (3) 9
— = ———7|=—7=2=-09 m/s
dthi—g 144492 \2) 10

Portanto, a velocidade que o saco de areia esta sendo levantado quando o
trabalhador estd a 9 m do ponto P é de 0,9 m/s. O significado da velocidade
negativa indica que a distancia Yy esta decrescendo com o tempo, de acordo com a
modelagem do problema, o que indica que o saco de areia estd subindo. Este

problema pode ser modelado de outra forma, o que ndo altera a resposta do
problema.
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Teste 0 seu conhecimento

1. Uma pedreiro deixa uma escada de 12 m de comprimento encostada na lateral de um prédio.
Se a base da escada comeca a deslizar horizontalmente, a razdo de 0,8 m/s, qual a velocidade o
topo da escada percorre a parede, quando estd a 7m do solo?

2. Uma bola de neve desce uma montanha e seu volume aumenta a taxa de 16dm3/min. Determine
a taxa a qual o raio € aumentado quando a bola de neve tem 8 dm de didmetro.

3. Uma mdvel parte de um ponto P em direcdo leste a 4m/s. Um minuto depois, outro mével parte
de P e segue em direcdo norte a 3m/s. A que taxa esta variando a distancia entre eles 1 minuto
depois da partida do segundo movel?
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4.3 FuncOes Crescentes e Decrescentes
Vimos que a interpretacdo geométrica da derivada de uma funcdo f em um

ponto P(a, f(a)) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f em P.
Este fato nos permite aplicar as derivadas como um auxilio no esboco de graficos. Por
exemplo, a derivada pode ser usada para determinarmos 0s pontos em gque a reta
tangente € horizontal; para encontrarmos os intervalos em para o0s quais o grafico de
uma funcdo esta acima ou abaixo da reta tangente, etc.

Antes de aplicarmos a derivada para tracarmos esboco de graficos necessitamos
de algumas definicdes e resultados.

Definicdo 1: seja f uma funcéo definida em um intervalo | . Entéo
e f écrescente em | se, paratodo x; x, el ,com x; <x, tem-se que f(x;) < f(x,).
o f édecrescente em | se, paratodo x; x, €l ,COM X; <X, tem-se que (X)) >Tf(xp)-

e f ¢éconstante em | se, para todo X1, Xy €l , tem-se que f(x;)="f(x,)-

Em outras palavras, f é crescente em | se, a medida que xel aumenta
ocorrer também um aumento no valor f(x), e, f é decrescente em | se, a medida

gue xel aumenta ocorrer que o valor f(x) diminui (veja figura 1).

decrescente crescente constante

Figura 1: f é decrescente em [-4,0], crescente em [0,4] e constante em [4,8]
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Iae,k%rema 1 (Teorema de Rolle): Sej?a’[)) uma fy&gjé:o fc&)?tinua no intervalo fechado

e derivavel no intervalo aberto . Se , entéo existe pelo menos
C a<c<b f'(c)=0

um ponto , tal que

Em palavras, este teorema diz que sendo f uma fungéo continua em [ab] e
derivavel em (ab) tal que f(a)= f(b) entdo existe pelo menos um nimero ¢ entre
a e b tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto (c, f(c)) € uma reta horizontal
(tem coeficiente angular f'(c)=0).

Teorema 2 (Teorema do Valor Médio (TVM): Seja f uma fungdo continua em
[a,b] e derivavel em (ab) . Entédo existe um numero ¢, no intervalo (a,b) tal que:

f(b) - f(a)

===

ou, equivalentemente, f(b)- f(a) = f'(c)(b-a).

f(b)4

i A

D = = ———

\

1
1
1
1
b

b—a

Figura 2: Representacao grafica do TVM

Observe que € o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos

f(b)-f(a)
b

(a,f(a)) e (b,f(b)) e f'(c) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de
f no ponto (c, f(c)). Dai, o TVM diz que existe uma reta tangente ao grafico de f
que € paralela a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f (b)) -

Agora, considere a figura 4.
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decrescente crescente constante

Figura 3: f é decrescente em [-4,0], crescente em [0,4] e constante em [4,8]

Podemos observar que, sendo f derivavel em um intervalo aberto | (isto é, o
grafico de f admite reta tangente em todos os pontos do intervalo aberto |). Se a
declividade da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)), xel, € negativa, a
funcdo f é decrescente em |. Se a declividade da reta tangente é positiva, a
funcdo f é crescente em |. Se a declividade da reta tangente no ponto

(x, f(x)), xel, é zero, a fungdo é constante em | .

Formalizando o resultado acima, segue o teorema 2.

Teorema 3 (Teste da 12 derivada para Crescimento/Decrescimento): Seja f
uma func¢d@o continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel no intervalo aberto
(a,b) .

e Se f'(x) >0, Vxe(a,b) entdo f é crescente em [a,b].

e Se f'(x) <0, Vxe(a,b) entdo f é decrescente em [a,b].

e Se f'(x)=0, Vxe(a,b) entdo f é constante em [a,b].

Demonstracgéo:

Sejam x; x, e[a,b], com x; <x,. Como f ¢ continua em [x;,x,]c[ab] €
derivavel em (x;,x,)c(a,b) temos, pelo Teorema do Valor Médio, que existe
f (X — f(x1)

ce[x,x,] tal que f'(c)= —

, ou seja, f(xy)—f(x)=f'(c)(X,—%;). Além
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disso, se f'(x)>0, Vxe(ab) e ce[x,x,]c[ab] entdo f’(c)>0. Dai, sendo
X, —X, >0 € f'(c)>0 segue que f(x,)—f(xy)=f'(c)(x,—%)>0, para todo x,,
X, €[a,b] . Portanto, f(x,)> f(x,) paratodo x, x, e[a,b] isto &, f & crescente em
[a,b].

E anéloga a parte (i).

Sejam x, x, e[a,b], com x; < x, . Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a f
em [x,,X,], existe ce[x,x,] tal que f(x,)- f(x)= f'(c)(x, —%). Como f'(x)=0,
Vxe(ab) e ce[x,x,]c[a,b] entdo f'(c)=0. Dai, f(x,)—f(x)=f'(c)(X,—%)=0,
ou Seja, f(XZ) = f(Xl) ’VX1,X2 (S [a,b] -

Observe a figura 4:

A

Figura 4: Teste da 12 derivada

e No intervalo aberto (x;,x,) temos que f’'(x) =0, V xe(Xq,X,), pois todas as
retas tangentes ao grafico de f sdo horizontais e, portanto, f é constante no
intervalo fechado [x;,X,];

e Nos intervalos aberto (X,,X3), (X4,X5) € (X5,Xg) temos que f'(x) >0,
pois todas as retas tangentes ao grafico de f sdo inclinadas para a direita
(inclinacéo positiva) e, portanto f é crescente nos intervalos fechados
[X2. %3] [X4,Xs5] € [X5,X6] 5

e Nointervalo (x3,X,) temos que f'(x) <0, VXxe(X3,X,), pois todas as retas
tangentes ao grafico de f sdo inclinadas para a esquerda (inclinagdo negativa)
e, portanto f é decrescente em [x3,X4] -

Observa(;éo 1: O teorema 3 diz que podemos obter informacdes sobre o
comportamento do grafico de f estudando o sinal da funcdo f’ (funcéo derivada
de f ). Conforme vimos no exemplo5 da se¢éo2.8 os Unicos pontos em que a fungéo
pode mudar de sinal sdo aqueles onde ela se anula ou onde é descontinua. Em
particular, a funcdo f’ pode mudar de sinalem x=a se f’(a)=0 ou Af’'(a) .
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Observagéo 2. Utilizaremos os simbolos fT e fJ{ para representar

crescimento e decrescimento de f , respectivamente. Dai,

e f'(X)>0 (+) = f crescente (f T)
e f'(X)<0 () = f édecrescente.(f )

Exemplo 1. Para determine os valores de x nos quais a funcéo

f(x) = x3 +x2 —8x—1 é crescente ou decrescente vamos estudar o sinal da funcéo
f'. Como f'(x)=3x%+2x-8= 3(x+2)(x—%) € derivavel em todos os pontos,

temos que f’' podera mudar de sinal apenas nos pontos onde f’(x)=0, ou seja,
X=-2 ou x=4/3.Para x<-2 ou x>4/3 temos que f'(x) >0 (+) e, portanto, pelo
teste da 12 derivada, f € crescente nos intervalos (—«,-2] e [4/3,4+w). Para
—2<x<4/3 temos que f'(x)<0 e, portanto, f € decrescente no intervalo
[-2,4/3]. Para simplificar, € comum utilizarmos o diagrama abaixo para representar
a relacdo do sinal de f’ com o estudo de crescimento/decrescimento de f .

| /1 7l 1

Sinaldef’| (+) -2 (-) 4B ()

Figura 5: Diagrama da relacdo de f’' coma f

3x
2

Exemplo 2: Para determine os valores de X nos quais a fungdo f(x) = e

crescente ou decrescente vamos estudar o sinal da funcdo f’. Como
—-3(x2 +4)
(x* -4

apenas nos pontos onde f ndo é derivavel, isto é, nos pontos x=-2 ou x = 2. Mas,

f'(x) = ndo possui raizes reais temos que f’ podera mudar de sinal

para Xx<-2 ou —2<X<2 ou x>2 temos que f’(x)<0 (-) e, portanto, pelo teste
da 12 derivada, f é decrescente nos intervalos (-«,-2), (-2,2) e (24x). O
diagrama abaixo representa a relagdo do sinal de f’ com o estudo de
crescimento/decrescimento de f .

| 7i A A
sinaldef’| (-) -2 ) 2 (O

Figura 6: Diagrama da relacdo de f' coma f
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Uma consequliéncia importante do teorema 3 é que se duas fungbes f e g tem
a mesma derivada em um intervalo aberto (a,b) entdo f e 0 difere por uma
constante. Vamos formalizar este resultado.

Consequéncia do Teorema 3: Sejam f e g fungdes continuas em [a,b] e
derivavel em (a,b) . Suponha que f’(x) =g’(x), ¥xe(a,b). Entdo existe um nimero
c tal que f(x)=g(x)+c, Vxelab].

De fato, seja H(x) = f(x) - g(x), Vxela,b].

Como f e g sdo funcdes continuas em [a,b] e derivavel em (a,b) temos que
H=f-g é continua em [ab] e derivavel em (a,b). Por outro lado, como

f'(x) =g'(x) temos que H'(x) = f'(x) - g'(x) =0, Vxe[a,b], ou seja, H é constante
em [a,b] . Dai existe um ce IR tal que H(x) = f(x) - g(x)=c, Vxela,b], ou seja,

f(x)=g(x) +c, Vxelahb].

4.4 Maximos e Minimos

Definicdo 1: bizemos que uma fungéo f

e tem um valor maximo relativo (ou méaximo local) em C se existe um intervalo aberto
I = Dom(f), contendo C, tal que f(c)> f(x) para todo x em | . Neste caso, dizemos que
f(c) é um valor maximo relativo (ou, simplesmente, maximo relativo) de f .

e tem um valor minimo relativo (ou minimo local) em C se existe um intervalo aberto
I = Dom(f), contendo C, tal que f(c)< f(x) para todo x em | . Neste caso, dizemos que

f(c) é um valor minimo relativo (ou, simplesmente, minimo relativo) de f .
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S x)=0

Figura 1: Representacdo geométrica de maximos e minimos relativos de f

Observando a figura 1 temos que existe um intervalo aberto |, contendo x, ,
por exemplo, 1 =(x;,x3), tal que o valor f(x,) < f(x), Vxel =(xg,x3)-

e |Isto significa que f(x,) € um minimo relativo de f . Analogamente, existe um
intervalo aberto |, contendo x, , por exemplo, | = (x;,X;), tal que o valor
f(xg) < F(x), Vxel =(x,%7)-

e |Isto significa que f(x,) € um minimo relativo de f . Também existe um
intervalo aberto | , contendo X3 , por exemplo, | =(x,,X,), tal que o valor
f(xg) > f(X), Vxel =(xp,%,)-

e |Isto significa que f(x3) € um méaximo relativo de f . De forma anéloga, temos
que f(xg) é também um méaximo relativo de f .

Por outro lado, no intervalo I =[x;,x;] temos que f(x,) < f(x), Vxel =[x, x;] €
f(xg) > f(x), Vxel =[x, x;], ou seja, o valor f(x,) é o menor valor de f em
| =[x, x;] € f(xg) € 0 maior valor de f em I=[x;,x]. Neste caso, dizemos que, em

I =[x.%;], f(x,) €0 minimo absoluto de f e f(xs) € 0 maximo absoluto de f .

Definicdo 2: Seja f uma fungdo definida em um intervalo | tal que cel,
| « Dom(f) Dizemos que f :
e tem um valor maximo absoluto (ou maximo global) em ¢ se f(c)> f(x) para todo

x e | . Neste caso, f(c) € o valor maximo absoluto (ou maximo global) de f em | .

e tem um valor minimo absoluto (ou minimo global) em € se f(c)< f(x) para todo

x| . Neste caso, f(c) € o valor minimo absoluto (ou minimo global) de f em | .
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Definicéo 3:fOs méaximos ou minimos relativos de f. sdo chamados extremos

relativos de . Os maximos ou minimos absolutos de sao chamados extremos

absolutos de

Observacédo 1: Analisando a figura 1 podemos observar que se f(c) € um
extremo relativo de f entdo f’(c)=0 ou Af’(c), COMO veremos no Proximo
teorema.

Teorema 1 (Teorema de Fermat): Se f tem um maximo ou minimo relativo em c

ese f'(c) existe, entdo f'(c)=0.

Demonstragéo: Suponhamos que f tem um minimo relativo em c. Assim,
existe um intervalo aberto |, contendo c, tal que f(c)< f(x) para todo xel, ou
equivalentemente, f(x)— f(c) >0 paratodo xel.Se f’(c) existe, entdo existe

IimM: lim fx)-1(©) _ lim L;(C): f'(c) .

X—>C X—C X—>C X—C X—)C+

Logo, se xel e x >c™, entdo x—c<0. Assim,

T0=10 (oo jim F0=1O (o f1g)<o0.
X—cC x—»>c~  X—C

Por outro lado, se xel e x—>c*, entdo x—c>0. Assim,

f(X)—f(C)Zoj lim MZO: f'(c)>0.

X—cC x_sct  X—C
Portanto, f'(c)=0.

O caso de maximo relativo pode ser demonstrado de forma anélogo.

Observa(;éo 2. A interpretacdo geométrica do Teorema de Fermat é que se f
tem um extremo relativo em ¢ e se f’(c) existe, entdo o grafico de f tem uma

reta tangente horizontal no ponto (c, f(c)) .
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Observacéo 3: A reciproca do Teorema de Fermat ndo é verdadeira, isto €,
f’(c) =0 né&o implica necessariamente que f tem um extremo relativo em c. Este
fato pode ser visualizado na figura 1 acima tomando c=xg, pois f'(c;)=0 €, no
entanto, f(c) ndo € um extremo relativo de f . Dai, se f é uma funcdo derivavel,
0s Unicos valores possiveis de X para os quais f possa ter um extremo relativo serdo
aqueles que f'(x)=0.

Observa(;éo 4: Notemos também que uma fungdo f pode ter um extremo
relativo em ¢ e f’(c) pode ndo existir. Este fato pode ser visualizado também na
figura 1 acima tomando c=x,, OU c=Xg, POis Bf'(x,) e Af’'(xg) €, no entanto,
f'(x,) e f'(xg) sao extremos relativos de f .

Defini¢do 4 (ponto critico): Um namero ¢ é chamado ponto critico de uma fungéo
f quando ce Dom(f) e f'(c)=0 ou f’(c) ndo existe.

Conclusdo: se f ¢é uma funcdo definida em c, os Gnicos nimeros possiveis
de ¢ para os quais f possa ter um extremo relativo sdo aqueles que f’(c)=0 ou
f’(c) ndo existe. Isto ¢, f tem um extremo relativo em ¢ entdo ¢ & um ponto
criticode f .

2
Exemplo 1: Para encontrar os pontos criticos da funcéo f(x):(x2—9)3

devemos inicialmente observar que Dom(f) = IR . Agora, como

1

L2 4
f(x)ZE(xz—g) ax=t X
Ixc -9

temos que os pontos nos quais f n&o é derivavel sdo x=-3 e x=3. Além disso,
f'(xX)=0< x=0.

Como os numeros x=-3, x=3 e x=0 pertencem ao Dom(f), segue que

estes sdo 0s pontos criticos de f .

X
2

Exemplo 2. Para encontrar os pontos criticos da funcdo f(x)=

devemos inicialmente observar que
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e —————————
Dom(f):{Xe |R;X2—9¢0}={XGIR; x#-3 e x#3}=R-{-3,3}.
Agora, como

2_9-x-(2x) _- (x? +9)
(x2 - 9)2 (x2 - 9)2

temos que os pontos nos quais f nado € derivavel séo x=-3 e x=3, mas estes ndo

Fr(x) =2

pertencem ao dominio de f e, portanto, ndo sdo pontos criticos. Além disso,

X

f'(x) 20, VxeDom(f). Portanto, f(x)= ndo tem pontos criticos. Como

x2 -9

consequéncia, ndo tera também extremos relativos.

Conforme vimos, 0s Unicos numeros possiveis de ¢ para os quais f possa ter
um extremo relativo sdo os pontos criticos de f . Porém, se ¢ é ponto critico de f ,
ndo podemos afirmar que f tem um extremo relativo em c. O teorema a seguir
classificara estes pontos criticos para os quais f terda um extremo relativo.

Teorema 2 (Teste da 12 derivada para extremos relativos): Seja f uma fungéo
continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel no intervalo aberto (a,b) , exceto
possivelmente num ponto critico c e (a,b) de f .

(i) Se f'(x)>0, Vx<c e f'(x)<0, Vx>c entdo f tem um méximo relativo em ¢
(i) Se f'(x)<0, Vx<c e f'(x)>0, Vx>cC entdo f tem um minimo relativo em C .

(iii) Se f'(x) possui o mesmo sinal em ambos os lados de €, entdo f ndo tem um
extremo relativo em C .

Demonstracéao:

(i) Se f'(x) >0, Vx<c temos, pelo teste da 12 derivada para
crescimento/decrescimento, que f é crescente em [a,c]. Dai, sendo X <¢C
temos que f(x) < f(c) Vxela,c].

(if) Se f'(x) <0, Vx>c temos, pelo Teste da 12 derivada para
crescimento/decrescimento, que f é decrescente em [a,c]. Dai, sendo

X>C temos que f(x) < f(c) Vxelc,b].

Dai, f(x) < f(c) paratodo xe|[a,b], ouseja, f tem um maximo relativo em c.

(iii) Deixamos como exercicios a parte
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Diretrizes para Determinar os Extremos Relativos de uma Funcéo f :

e Passo 1: Encontrar Dom(f) ;

e Passo 2: Encontrar f'(x) ;

e Passo 3: Encontrar os pontos criticos de f ;

e Passo 4: Estudar o sinal de f'(x) ;

e Passo 5: Aplicar o Teste da derivada primeira para determinacéo de extremos.

2
Exemplo 3: Para encontrar os extremos relativos da fungio f(x)= (x2 —9)3

4

X
ENECry

vimos, pelo exemplol, que Dom(f)=1IR, f'(x) = e 0s pontos criticos de

f s8o x=-3,x=3 e x=0.

O diagrama abaixo representa a relagdo do sinal de f’ com o estudo de

crescimento/decrescimento de f .

| fi Mmoo 1

Snaldef| () -3 ®) 0 ) 3 &

Figura 2: Diagrama da relacdo de f' coma f

Aplicando o Teste da 1?2 derivada para extremos relativos temos que f tem um
minimo relativo em x=-3 e em x=3 e um maximo relativo em x=0, ou seja,
f(-3)=f(3)=0 ¢é um valor minimo relativo e f(0)=3-§/§ € um valor maximo
relativo de f .

Agora que ja sabemos encontrar os extremos relativos de uma funcdo veremos

como determinar os extremos absolutos de uma fungdo continua num intervalo
fechado.

Exemplo 4: Vejamos os extremos absolutos, se existirem de algumas funcdes:
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L 4

'
NS

1
N

N S

f(x)=x3em [-11)

f (-1 é o valor minimo absoluto de f em
[-11) e ndo existe valor maximo absoluto de
f em [-11).

f(X)=—x*em (-21]

f (0) é o valor maximo absoluto de f em
(-2,1] e nao existe valor minimo absoluto de

f em (-2,1] . Observe que f(0) é também
valor maximo relativo de f em (-21].

-5x+14 se 2<x<3

[-13]

f(2) = 4 é o valor maximo absoluto de f
em [-13] e f(3)=-1é o valor minimo
absoluto de f em [-1,3]. Observe que

f’'(2) ndoexistee f(2)=4 étambém
valor maximo relativo de f em [-13]

2
f(x):{ X se —1SXS2em

f(x)=%, X#0, em [-2.2]

Nao existe valor maximo absoluto e nem
minimo absoluto de f em [-2,2].
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Nestes exemplos podemos observar que se uma funcdo ndo for continua e/ou o
intervalo nao for fechado, ndo temos garantia da existéncia dos extremos absolutos.
Porém, garantindo que a funcéo é continua e o intervalo é fechado sempre havera
maximo e minimo absoluto e estes ocorrerdo nas extremidades do intervalo ou em
um ponto critico no interior do intervalo. E quando um extremo absoluto ocorrer no
interior ele também serd um extremo relativo.

Teorema 3 (Teorema do Valor Extremo): Se f ¢é uma fungdo continua no
intervalo fechado [a,b], entdo f tem um valor maximo absoluto e um valor minimo
absoluto em [a,b] .

A demonstracdo do teorema do valor extremo € mais sofisticada e, portanto,
nao iremos demonstrar.

Diretrizes para determinar os extremos absolutos de uma fungéo continua f
em um intervalo fechado [a,b] :

e Passo 1: Encontre os pontos criticosde f em [a,b];
e Passo 2: Calcule o valor de f em cada ponto critico encontrado no passo 1;
e Passo 3: Encontre f(a) e f(b);

e Passo 4: Compare os valores encontrados no passo 2 e no passo 3. O maior dos valores é
0 maximo absoluto e o menor é o minimo absoluto de f em [a,b].

 Exemplo 5: Encontre os extremos absolutos de f (x) = 3x* —16x> +18x?
-1<x<4.

Solugéo: Como f é um funcdo continua no intervalo fechado [-14] temos,
pelo teorema do valor extremo, que f tem um valor maximo absoluto e um valor
minimo absoluto em [-14]. Vamos seguir as diretrizes acima para determinar 0s
extremos absolutos de f . Vejamos:

f'(x) = 12x> — 48x2 +36x = 12x(x? — 4x + 3)

Dai, f'(x) =12x3 —48x% +36x =12x(x?> — 4x+ 3)=0 < x=0 ou x=1 ou x=3.

Portanto, os pontos criticos de f no intervalo [-14] sdo x=0, x=1e x=3.

Mas, f(0)=0,
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(-1,37)
(4,32)

(1,5)

w

(3,—27)

Figura 3: Gréafico de f(X) =3x* ~16x% +18x% em [-1,4]

4.5 Concavidade e Pontos de Inflexdo

Agora vamos obter algumas informacfes dadas pela derivada segunda. Vamos
mostrar que o sinal da derivada segunda dara informacfes Uteis quanto a forma do
grafico de uma funcdo. Isto nos auxiliara muito no esboco do seu gréafico. Além disso,
fornecerd também uma outra maneira de caracterizar maximos e minimos relativos.

Definicdo 1 (Concavidade): Seja f uma funcéo derivavel em um intervalo aberto
l.

e Quando as retas tangentes ao grafico de f no ponto (x, f(X)), Vxel, estiver
sempre abaixo do grafico f dizemos que o grafico de f tem concavidade voltada para cima
(ou concavo para cima) em | . A concavidade para cima ser4 indicada por U .

e Quando as retas tangentes ao grafico de f no ponto (x, f(X)), Vxel, estiver

sempre acima do grafico f dizemos que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo

(ou concavo para baixo) em | . A concavidade para baixo seré indicada por M) .
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concavidade para cima

concavidade para baizo

Figura 1: Representacdo grafica da concavidade

Observa(;éo 1: Observe que, quando a inclinacdo da reta tangente ao grafico
de f no ponto (X, f(x)) passa de negativa (inclinada para a esquerda) para positiva

(inclinada para a direira), a medida que xel cresce entdo o grafico de f tem
concavidade voltada para cima em | . Isto significa que, se f’ é crescente em |
entdo o grafico de f tem concavidade voltada para cima em | . Analogamente,
guando a inclinacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)) passa de
positiva para negativa, a medida que xel cresce entdo o grafico de f tem
concavidade voltada para baixo em | . Isto significa que, se f’ é decrescente em |

entdo f tem concavidade voltada pra baixo em | .

A observacgéo 1 sugere o seguinte teorema:
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Teorema 2 (Teste da 2@ de[réilvtﬂda para Concavidade): Seja f uma fungéo
org'nua no intervalo fechado e derivavel a%é B 22 orpem no intervalo aberto
?a, 5 ce(a,n)
, exceto possivelmente num ponto critico de

e Se f"(x)>0, Vxe(ab), entdo o grafico de f tem concavidade voltada pra cima em
(a,b) .
e Se f"(x)<0, Vxe(a,b), entdo o grafico de f tem concavidade voltada pra baixo em
(a,b) .

Demonstracdo: Como [f'(x)]'=f"(x) >0, Vxe(ab), entdo, pelo teste da 12
derivada para crescimento/decrescimento aplicado a funcdo f’, temos que f’ €
crescente em (a,b). Dai, o grafico de f tem concavidade voltada para cima em

(a,b) . E anéloga a parte (i).

Observagéo 1: O teorema 2 diz que podemos obter informacdes sobre a
concavidade de f estudando o sinal da fungdo f” (fung&o derivada segunda de f ).

Definicdo 1 (Ponto de Inflexdo): um ponto P(c, f(c)) no gréafico de f é chamado
ponto de inflexdo de f se f é continua em c e existe um intervalo aberto (a,b)

contendo ¢ tal que uma das seguintes situagdes ocorra:
e f écobncavo para cima em (a,c) e céncavo para baixo em (c,b) .

e f & concavo para baixo em (a,c) e concavo para cima em (c,b) .

ou seja, um ponto do grafico de f no qual muda o sentido da concavidade.

Exemplo 1:
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(%5, f(x5)

I (62, f(x))

x, X, X v x

Figura 2: Representacao grafica de pontos de inflexdo

\ 4

Os pontos (x,, f(x,)), (a, f(a)), (b, f(b)), (c,f(c)) e (xg, f(xg)) S0 pontos de
inflexdo. O teorema a seguir fornece um modo de obter os possiveis nimeros ¢ tais
que (c, f(c)) possa ser um ponto de inflexao.

Teorema 3: Se a funcdo f tem um ponto de inflexdo em (c, f(c)) entdo ou

f"(c)=0 ou f"(c) ndo existe.

Diretrizes para Determinar os Pontos de Inflexdo de uma Funcéo f :

e Passo 1: Encontrar Dom(f) ;

e Passo 2: Encontrar f"(x);

e Passo 3: Encontrar os nimeros X tais que f”(x)=0 ou f"(x) ndo existe;

e Passo 4: Estudar o sinal de f"(x) e aplicar o teste da 22 derivada para concavidade.
Verifique se f"”(x) muda de sinal nos pontos encontrados no passo 3. Se f"(x) muda
de sinalem X=cC e ce Dom(f) entdo (c, f(c)) é um ponto de inflexdo de f .

x*+1 5, 1 )
=X+ —. Determine:
X X

Exemplo 2: Considere a fungdo f(x) =

e  0s pontos criticos de f ;

e osintervalos onde f ¢é crescente ou decrescente;

e 0s extremos relativos de f , se existirem;

e os intervalos onde o grafico de f é concavo para cima ou concavo para baixo;
e o0s pontos de inflexdo de f , se existirem.

C
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“ . v 2 1 4 ~
Solugéo: pom(f) =R -{o}, f (x)—2x—X—3—O<:>x—X—3<:>x =le x==1,

Observe que f’(0) ndo existe, mas como O ¢ Dom(f) temos que x=0 ndo é ponto

criticode f . Dai, x=1 e x=-1 sdo os Unicos pontos criticos de f .

Facamos o diagrama para estudar o sinal de

4 2 2
f'(X):ZX_%:Z(X 3—1) _2(x _1)3(X +D)
X X X

| £ Mmoo 11
Sinaldef’| (-) -1 () 0 ) 1 B

Figura 3: Diagrama da relacdo de f' coma f

Portanto, f é decrescente nos intervalos (-«,—-1], (0,1] e crescente nos
intervalos [-1,0), [L+wx).

Pelo teste da derivada primeira para determinacdo de extremos, temos que f
tem minimo relativo em x=-1 e também em x=1 (ou, equivalentemente,
f(-D=f@ =2 é um valor minimo relativo de f . Note que f n&o tem um méximo
relativo em x =0, pois este ndo € ponto criticode f .
4
Temos que f"(x) = 2+£4 = M. Observe que f”(0) ndo existe, mas
X

X4

0 ¢ Dom(f).

Facamos o diagrama para estudar o sinal de f"(x) :

| fO U
Sinaldef”| (+) 0 (+)

Figura 6: Diagrama da relacédo de f com a f .

f"(x) >0 nos intervalos (—«,0), (0,+). Portanto, pelo teste da 22 derivada
para concavidade, temos que o grafico de f tem concavidade voltada para cima nos

intervalos (—«,0), (0,+x). f n&o tem ponto de inflex&o.
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Teorema 2 (Teste da'@j derivaga para extremos relativos): Seja cl um ponto
critico de  no(gual e € derivavel em um intervalo aberto  contendo
. Entéo, se existe e
e se f”(c) >0 entdo f tem um minimo relativo em C.

e se f”(c) <0 entdo f tem um maximo relativo em C.

) 2000
Exemplo 3: Encontre os extremos relativos de f(x) = — +27x2.
~ —2000
Solucéo: Temos que f'(x) = +AxX.
Dai, f'(x) = _2200 +47x=0 = 47x3 =2000= X = 3@
X r
(Unico ponto critico de f)
v 4000
Como f"(x) = 3 + 47 segue que
pr| o200 | 4000 4 4000 +47-12750.
V4 500 3 500
3

Portanto, pelo teste da 22 derivada, temos que f tem um minimo relativo em

X

f . 500 ) , ., . _ .
3 @ , OuU equivalentemente, f [3 —) € 0 unico valor minimo relativo de f .
T T

Experimente aplicar o teste da 12 derivada, serd bem mais trabalhoso!

Observacéo 2: O teste da 22 derivada para extremos relativos é, as vezes,
mais simples de ser aplicado do que o teste da 12 derivada, pois ndo precisamos
analisar o sinal da 12 derivada e nem da 22 derivada, basta apenas saber o sinal da
derivada 22 aplicada no ponto critico. Porém, se ¢ é um ponto critico de f e
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f"(c)=0 ou f"(c) ndo existe, o teste falha e portanto devemos usar o teste da 12
derivada. Vejamos dois exemplos para mostrar que o teste falha.

Exemplo 4. Considere a  fungdo f(x)=2x3. Temos que

f'(x) =6x2=0 < x=0 onto critico de f). Como f"(x)=12x e, dai, f"(0)=0,
ndo podemos aplicar o teste da 22 derivada para extremos relativos. Observe que

f(x)=2x3 n&o tem méaximo nem minimo relativo. Esta conclusdo é imediata pelo

teste da 12 derivada.

Figura 3: Gréafico de f(x)= 2x°3

Exemplo 5: Considere a fungéo f(x)=2x*. Temos que

f'(x) =8x3=0 < x=0 (ponto critico de f ). Como f"(x)=24x? e, dai, f"(0)=0,
nédo podemos aplicar o teste da 22 derivada para extremos relativos. Observe que
f(x) =2x* tem um minimo relativo em x=0. Esta conclusdo é imediata pelo teste

da 12 derivada.

-1 0 1 xz

Figura 4: Gréafico de f(x)= 2x4
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4.6 Assintotas Horizontais e Verticais

Inicialmente, vamos verificar o que pode ocorrer com o grafico de algumas

funcdes:
1 1 y“ lz=4a
Y | |
| |
| |
I |
| ] —
a| T a| T
| |
| |
| |
| |
| |
r=a |
lim f(x)=+w lim f(x)=-o0
(i) x—a* (i) x—a*
| + 1 »
| Y z=a y
| |
| |
| |
| ‘ | .
al T al z
| |
| |
| |
| |
| |
rml |
lim f(x)=+w lim f(x)=-o
(iii) x—a (iv) x—>a"

Figura 1: A reta X=a é uma assintota vertical do grafico de f

Definicdo 1 (assintota vertical): Dizemos que a reta x=a é uma assintota vertical
do gréfico de uma funcdo f se pelo menos uma das seguintes afirmacdes for
verdadeira:
lim f(x)=+o
e X—a'
lim f(x)=-o
o Xx—a'
lim f(x)=+o0
o X—a
lim f(x)=-o
o X—a
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Observacgéo 1: Devemos ter cuidado em diferenciar o nimero a com a reta
Xx=a. Observe que uma assintota vertical € uma reta vertical e sabemos que
equacdao de reta vertical € da forma x=a.

. L e 1
Exemplo 1: A reta x=-1 é uma assintota vertical do gréfico f(x)= 5
(x+12)
. . 1
pois lim ——5 =+,
x—>-1" (x+1)
|
I Y
|
[
!
[
!
|
[
|
[
! 3
-1 | x
!
Figura 2: A reta X=-1 é uma assintota vertical do grafico de f(x)= >
(x+1
N ) , 1
Observacao 2: Observe que no exemplo 1 também ocorre lim =+,

x>-1" (x+1)?
Mas, basta que ocorra uma das condi¢des listadas na definicdo 1 para concluirmos
gue, neste caso, x=-1 é uma assintota vertical do grafico de f .

Observa(;éo 3. Lembramos que se uma fungdo f é continua em a entdo

existem lim f(x), lim f(x), lim f(x) e valem f(a). Para que a reta x=a possa
X—a x—a’ x—a~

ser uma assintota vertical do grafico de f um dos limites laterais da definicdo 1 ndo

poderéa existir e tera que ser representado pelo simbolo de +«© ou —o . Dai, se a
reta x=a € uma assintota vertical do grafico de f entdo f é descontinua em a.

Porém, se f é descontinua em a ndo podemos afirmar que X=a € uma assintota

vertical do grafico de f . Por exemplo, a fungéo f(x) = X2+ 2 € descontinua em
X J—
—-2. Porém x=-2 ndo é uma assintota vertical do grafico de f(x) = X+2 , pois
X°—4
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. . X+ 2 . X+ 2 . 1
lim f(x) = lim = lim — = i
Xx—-2 x>-2x2 _ 4 x>-2(X—=2)(X+2) x>-2x-2

1 . :
== (o limite existe).

Também pode ocorrer nos graficos de fungdes a seguinte situacao:

uy Ay
L y=1L v=L_I| ______
_____ R_ - /|
.’L': X
lim f(x)=1L lim f(x)=1L
(i) X—>—00 (ii) X—>+00

Figura 3: Areta Y=L é uma assintota horizontal do grafico de f

Definicdo 2 (assintota horizontal): Dizemos que a reta y=L é uma assintota

horizontal do grafico de uma funcdo f se pelo menos uma das afirmacbes for

verdadeira:
lim f(x)=1L
° X—>—00
lim f(x)=1L
X—>+©

Exemplo 2: Asretas y=2 e y=-2 sdo assintotas horizontais do gréafico

4% .
f (X) =——=—=—=—= pois
\J4x2 +3
4x 4X 4x
lim f(x) = liM ———= lim = lim
X——0 X——0 2 X—>—0 X——0 3
\4x% +3 a2 (143 2|x|- |1+ -2
4x? 4x
“im ——2%  im =2~ o
X—>—00 X—>—©
\ 4x \ 4x
e
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lim f(x) = lim —2X_ ~ Jim 4x — lim 4x
X—>+ 0 X—>+ 0 2 X—>+00 X—>+ 0 3
VaxXT+ 3 ax? (143 2| x| |1+
4x2 4x
4 .
= lim X = lim =2
X—>+00 X—>+00
X 1+~jiz 1+‘jig
4x 4x
JNy
e m—————5bT——-——===
0 :l:’
--------- B[ TTTTTTYES
Fi 4: As ret 2 2 s intotas horizontais do grafico de f(x) ax
Igura4: Asretas Y=—<c e Y= Sa0 assintotas norizontals Ao grarico de S h————
ﬂ4x2+-3

4.7 Esboco de Graficos

O processo de esbogar, no plano xy, o grafico de uma funcéo continua ligando
um numero finito de pontos do seu grafico ndo revela informacdes qualitativas, como
os extremos relativos, a concavidade, os pontos de inflexdo, as assintotas, etc. Nosso
objetivo agora é unir todas estas informac6es dadas até o momento para esbocar o
grafico de uma funcéo.

Utilizaremos a terminologia “esboco completo do grafico de uma funcdo” ao
esboco do grafico de uma funcdo com todas as informacgdes qualitativas analisadas,
inclusive as assintotas, se existirem.

Exemplol: Faca um esboco completo do grafico da funcéo

4
f(x) =2 ;1=x2+i2.
X X
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Solucé@o: Ja vimos no exemplo 2 da segdo 4.5 que f’(0) ndo existe,
f(-D=f@=2 € um valor minimo relativo de f e que f n&o tem um méximo

relativo e nem pontos de inflexdo. Além disso, as informacdes sobre o
crescimento/decrescimento e a concavidade sdo resumidas na tabela a seguir.

Resumo das Informacdes sobre a funcdo f

crescimento/

intervalos decrescimento concavidade
x<—1 +) M)
-1<x<0 ) Y
0<x<1 +) ™)
x>1 ) ™)
Analisamos agora as assintotas:

4, q x4(1+14J 1
como lim f(x)= lim 2= = lim ——* 7 Jim x?[1+ = | =+
X—>—00 X—>—00 X2 X—>—00 X2 X—>—00 X4

- x4£1+ij .
e lim ()= tim X2 im —— X7 im x¥[1+ = | =10
X—>+00 X—>+00 X X—>+0o0 X2 X—>+ 00 X4

ndo existem assintotas horizontais.

Quanto as assintotas verticais devemos analisar apenas se a reta x=0 é uma
assintota vertical ja que o Unico ponto de descontinuidade de f € zero. Vejamos:

4

lim f(x) = lim =+ = x=0 é uma assintota vertical do grafico de f .

X0~ x>0~ X2

Agora, juntando todas as informacdes acima, podemos obter o esboco de
gréfico:
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24
(-1,2) (1,2)

4.8 Problemas de Otimizagao

Os problemas aplicados de otimizagéo podem ser classificados de duas formas:

e Problemas que se reduzem a maximizar ou minimizar uma fungéo continua
definida em um intervalo fechado [a,b] . Neste caso, usamos as diretrizes para

determinar os extremos absolutos de uma fungéo continua em [a,b].
e Problemas que se reduzem a maximizar ou minimizar uma fungdo continua em
um intervalo que ndo seja da forma [a,b] . Neste caso usamos o teste da 12 ou da

22 derivada para extremos relativos e, se necessario, o esboco do grafico da
funcéo.

Diretrizes para resolucéo de problemas de otimizacgéo:

e Passo 1: Leia o problema atentamente;

e Passo 2: Faca uma figura apropriada e identifique as variaveis a serem utilizadas;

e Passo 3: Expresse a variavel a ser maximizada ou minimizada como fungdo de uma
variavel independente;

e Passo 4:.Determine o dominio da funcdo encontrada no passo 3, levando em
consideracao as restricbes fisica do problemas;

e Passo 5:.Use as técnicas do calculo para obter, no dominio, os extremos absolutos da
funcéo;

e Passo 6:.Interprete a solucdo e responda a questdo proposta no problema.

Exemplo 1 [Fonte: Exame Nacional de Cursos/Provao 2001] Duas cidades,
X e Y, estdo situadas em lados opostos de um rio, que tem um curso retilineo
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nesse trecho, conforme a figura. As duas cidades vao ser ligadas por uma ponte AB,
perpendicular ao rio, de modo que a soma das distancias XA+ AB + BY seja a menor
possivel. Onde deverd ser localizada essa ponte?

Xo

oy

Soluc@o: Para modelar o problema vamos identificar as varidveis a serem
utilizadas. Denotemos por a a distancia da cidade X a margem do rio, por b a
distancia da cidade Y a outra margem do rio, por | a largura do rio, por P a
projecdo de X a reta, paralela ao rio, passando por Y , por d a distancia de P a
Y e, finalmente, por x a distancia da projecdo de X a margem do rio ao ponto A,
conforme ilustra a figura 1. Vale observar todas as variaveis envolvidas sdo néo
negativas.

X

a

~Ne

Figura 1: Modelagem do problema

Para minimizar XA+ AB + BY observamos que

XA=+va?+x? |, AB=/ e BY =/b? +(d —x)? .

Assim, podemos definir a funcao

L(X) = XA+ AB+BY =vaZ +x2 + £ + b2 +(d -x)? , xe[0,d]

Como L ¢é uma funcdo continua definida no intervalo fechado [0,d] temos, pelo
Teorema do Valor Extremo, que L tem maximo e minimo absoluto em [0,d] . Assim,

para minimizar a funcdo L vamos utilizar as diretrizes para determinar os extremos
absolutos de uma fungéo continua em intervalo fechado. Vejamos:
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2X N 2(d-x)(-1) X N (d-=x)(-1

L'(x) = =
2aZ +x2  2b2+(d-x)? VaZ+x2 b2 +(d-x)?

e

L) =0 o X+ @=0CED o oy o2+ @d-x? = (d-xpa?+x2
VaZ+x2 b2 +(d - x)2
o (x,/bh(ol—x)zj2 - ((d—x)\/a2+x2)2<:> x2p? +(d - x)?]= (d-x?(a? + x?)
o b2x2 +x2(d-x)? = a%(d-x)? +x?(d - x)? = b?x% = a%(d —x)?

& Vb2x% = Ja’([d-x)? = bx=a(d-x)
ad
a+b

< X =

Denotaremos por x, :a_db este ponto. Vamos mostrar agora que X, €(0,d). De
a+

fato, e claro que x, >0 . Por outro lado,

O<b > a<a+b = ad<(a+b)d = <d= x,<d.

Dai, x, =a—db € 0 Unico ponto critico de L em (0,d) . Note que
a+

L(x,) =y (@a+b)?+d? +¢, LO)=vb2+d? +a+ ¢ e L(d)=vaZ+d? +b+ (.

Deixamos como exercicios mostrar que L(x,)<L(0) e L(x,)<L(d). Com isso,

podemos concluir que L(X,) é o valor minimo absoluto de L em [0,d], ou seja, a

ponte devera estar localizada a uma distancia a_db da projecdo do ponto X a
a+

margem do rio ao ponto A, conforme ilustra a figura 1.
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CAPITULO 5. INTEGRACAO

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de integral indefinida. Este conceito
€ de grande importancia para definirmos o conceito de Integral Definida que tera um
papel fundamental no célculo de areas e volumes.

5.1 Integral Indefinida
Defini¢do 1: Dizemos que uma fungdo F é uma primitiva (ou antiderivada) de
uma funcéo f , num intervalo aberto | se, e somente se, F'(x)= f(x) para todo X

em | .

Observagéo 1: Na definicdo de primitiva de uma funcdo, quando nZo

explicitarmos o intervalo | , admitiremos que este seja o dominio de f .

Exemplo 1: Vejamos alguns exemplos:

(i) Se f(x)=2x entdo uma primitiva de f ¢é dada por F(X)= x®, uma vez que
F'(x)= f(x),Vxe R. Note que D(f)=R e, portanto assumimos que | =D(f)
,este fato vai se repetir com muita frequéncia.

(i) Se f(x) =2x entdo uma outra primitivade f ¢ dada por F(X)=X*+1, uma vez
que F'(x)=f(x),Vxe R.

(iii) Se f(x)=cosx entdo uma primitiva de f é dada por F(x)=senx, uma vez
que F'(x)=f(x),vxe R.

1
(iv) se f(x)= 2% entdo uma primitiva de f é dada por F(X)= VX, uma vez que
X

F'(x)=f(x),vxe R.

Neste momento o leitor astuto ja deve ter observado que se adicionarmos
qualquer constante a uma determinada primitiva de uma funcdo ainda teremos uma
primitiva desta mesma funcéo. De fato, € o que veremos no teorema que se segue.

Teorema 1: Se F é uma primitiva de f em um intervalo aberto |, entdo a fungéo
G, definida por G(x) = F(x)+C, onde C é uma constante qualquer, também € uma
primitivade f em I .
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Demonstragéo: Com efeito, dado C uma constante qualquer, se F é uma
primitiva de f em um intervalo aberto |, entdo sabemos pela definicdo de

primitiva que F'(x) = f(x),vxe | . Assim, G'(X) :(F(x)+C)' =F'(x)= f(x), Vxel,

ou seja, G=F +C também ¢é primitiva de f em | . Isto conclui a demonstrag&o.

Observa(;éo 2: Uma questdo que precisa ser respondida é a seguinte: Sera que
toda primitiva de uma funcdo f é da forma G(x)=F(x)+C, onde Fé uma

primitiva qualquer de f e C uma constante qualquer? Isto €, digamos, por exemplo,
que tenhamos f (x) = 2x, sabemos que F(x)=x’+C, onde C ¢é uma constante
qgualquer, & uma primitiva de f . A questdo a ser respondida é a seguinte: N&o

haveria outra funcdo G , bem diferente de F , tal que G’ = f . Para respondermos a

esta questdo precisaremos da consequéncia do teorema 3 vista na secdo 4.3. Para
comodidade do leitor, vamos repetir o enunciado e demonstracao desta conseqtiéncia
no teorema que segue.

Teorema 2: Seja f uma funcdo derivavel em um intervalo aberto |, tal que

f'(x)=0,vxel,entdo f éconstanteem | .

Demonstragéo: Consideremos x,y e | taisque X<Yy. Como f é uma funcdo

derivavel em | , em particular, f é continua em [x,y] e derivavel em (x,y), entdo
pelo Teorema do Valor Médio, existe z e (x,y) , tal que

f!(z)z f(y)_ f(X) .
y—X
Como f'(x)=0,vVxel,entdo f'(z)=0 e assim teremos

f-109 _,
y—X

ou seja, f(y)—f(x)=0= f(y)= f(x). Pela arbitrariedade de x,yel, resulta

que f é constante em | . Isto conclui a demonstracéo.

Agora estamos em condic¢Bes de responder a questdo proposta anteriormente. E
0 que fara o Teorema que se segue.

155



Calculo Diferencial e Integral | c-ad

Teorema 3: Se F e G, sdo primitivas de_ f , em um intervalo aberto |, entdo
C G(X)=F(X)+C, Vxel

%(&Se_ EF% gc&m:stg)rgtgl tal que , OuU equivalentemente,

Demonstracdo: Considere a funcdo auxiliar ¢:1 — R definida por
@(x) = G(x) — F(x) . Note que por hipotese temos que F'(x)=G'(x) = f(x), Vxel .

Assim,
@' () = (G(x) - F(x))’ =G'(X)-F'(x)=f(x)- f(x)=0,vxel .

Portanto pelo Teorema 2, ¢ é constante em | , ou seja, existe uma constante
C tal que p(x)=C,V¥xel = G(X)-F(X)=C,Vxel = G(X)=F(X)+C,Vxel.
Isto conclui a demonstracéo.

Observacéo 3: Os teoremas enunciados e demonstrados nos dizem que se F é
uma primitiva particular de f em | , entdo toda primitiva de f em | ¢é da forma
G=F+C, onde C é uma constante qualquer. Assim o problema de determinarmos
as primitivas de uma funcdo f se resume a determinar uma primitiva particular de

f . Isto nos leva a seguinte definicéo.

Defini¢do 2: Seja F uma primitiva de f , a integral indefinida de f , denotada por

j f (x)dx , é definida por j f(x)dx = F(x)+C .

Observacéo 4: De acordo com nossa definigdo o simbolo j é chamado de

sinal de integragdo, f(x) de fungéo integrando e f(x)dx integrando. O processo

pelo qual determinamos todas as primitivas de uma fung¢éo é denominado integragéo.
Pela definicdo de integral indefinida, concluimos resumidamente que:

(i)jf(x)dx:F(x)+C o Fof

(ii) J. f(X)dx representa a familia de todas as primitivas de f .
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Exemplo 2: Vejamos alguns exemplos, onde C é uma constante qualquer.
(i) IZxdx:x2+C

(i) Icosx dx=senx+C

(iii) I%dx:&ﬂ:

5.2 Propriedades da Integral Indefinida

Veremos agora algumas propriedades da integral indefinida que nos permitird
obter integrais de funcdes mais complexas.

Teorema 1: Sejam f,g:l = R »> R fungBes e K uma constante. Ent&o:
P1) jk f(x)dx:k_[f(x)dx

P2) j[f (X)+ g(x)]dx:j f (x)dxijg(x)dx

Demonstracgéo:

P1) Sejam F uma primitivade f (isto é, F'=f ) e K uma constante. Entdo

KF é uma primitiva de Kf , uma vez que (KF) = KF'=Kf . Desta forma, temos
que

_[k f(x)dx =k F(x)+C = k(F(x)+Cl)=kJ‘ f (x) dx

P2) Sejam F e G primitivas de f e g, respectivamente. Entdo, F+G ¢é

uma primitivade f + g, umavez que (F+G) =F'+G'=f +g. Portanto,

J[f(x)+ g(x)]dx =[F(x) +G(x)]+C =[F(x) +G(x)]+C, +C,
= [F()+Cil+[G() + C1= [ f (¥ dx+ [ g ox

A demonstracdo com o sinal de menos é idéntica e assim a demonstracdo esta
concluida.
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Observagéo 1: Para determinarmos a integral de uma funcdo precisamos
conhecer muito bem o processo de derivacdo, pois o que pretendemos realizar agora
€ um processo inverso que exigira muita intuicdo. A seguir exibiremos uma Tabela de
Integrais Imediatas a qual usaremos com muita frequéncia.

Tabela de Integrais Imediatas

Nesta tabela admitiremos «,a e C constantes tais que a#-1 e a>0 e

a=l.
) [du=u+cC ) Icosseczudu:—cotgu +C
@) .ldu = |n|u|+C (10) secu-tgudu =secu+C
Ju s
(e du — uett C (11) | cossecu-cotgudu =—cossecu +C
@) R a+l N 1 g c
. u 12 u =arcsenu +
(4) a”du=a +C ( )' 1_U2
J Ina -1
o o — e 4 C 13) |12 du=arctgu+C
-. . 1
—_ ———du =arcsecu+C
®) | senudu =—-cosu+C 14) | i -1
(7) | cosudu=senu+C (15) [senhudu = coshu+C
8 |sec’udu=tgu+C (16) [coshudu =senhu+C

Exemplo 1: calcule as integrais indefinidas:
0] I(5X4 +6x° +i]dx = ISX“dX + I6x2dx + J.L dx =X +2x3 +/x +C
24/x 2./x

(ii) J.(ex +4secx-tgx)dx = Iexdx + 4J.secx- tgxdx =e* +4secx+C

(iif) I[—+ Jd _2_[ dx+.[ﬂdx:2|n|x|+arcsenx+c

X

(iv) I(5X—X*2+secz X)dx:ISde+j;21 dx+jseczxdx= > +£+tgx+c
X In5  x
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Observa(;éo 2: Para calcularmos a integral de funcbes mais complicadas
necessitamos de técnicas mais apuradas, ndo podemos confiar apenas na Tabela de
Integrais Imediatas e na nossa experiéncia em derivacdo. Nosso objetivo agora é
desenvolver métodos de integracdo para facilitar o processo de integracao.

5.3 Método da Substituicdo (ou Mudanca de Variaveis)
Este método se baseia em fazer uma mudanca de variaveis com o objetivo de

f

simplificar a integral que desejamos calcular. Sejam uma funcdo e F uma

primitiva de f , isto é, F'=f

Suponhamos que g seja uma funcdo derivavel tal que podemos considerar a

| CIERE .

funcéo composta F°0 Nosso problema é calcular a integral

Sabemos pela regra da cadeia que (Fog)()=[F(@eNI' =F'(g(x))-9'(X), 1o

entanto, como F é uma primitiva de f, entdo podemos escrever

(Fo9)(0)=1f(9(x))-9'(X) | pesta forma mostramos que F°9 & uma primitiva de

F(g(x)-9'(x) | Assim, podemos escrever: .[ F(g(x))-g'(x) dx=F(g(x)+C

Na préatica procedemos da seguinte forma:

jf(g(x))-g'(x) dx(;)jf(u) du=F(U)+C = F(g(x)+C

du = g'(x)dx

(*) Facamos a mudanca de variavel u=g(x) e note que

_ Ierxzdx
Exemplo 2: calcule a integral :

Solucao:
J.erxzdx ) Je“du =e"+C ® .
= =e +C

2
(*) Fagamos a mudanca de variavel U= X" e note que du =2xdx
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cos/x
dx
Exemplo 3: Calcule a integral Vx
Solucéo:
J'cos\/; i
(*) — *
Jx “ J.cosu 2du=senu+C ¢ 2 senx +C
du= dx 2du= idx
(*) Facamos a mudanca de variavel U = Jx e note que \/_ = Jx

X2

dx
Exemplo 4: calcule a integral IXZ +1

Solucao:

2
-[x +1d _J‘(X +1) "o _jizjdx_szlﬂdx

=-[dx—.|.x2

dx=x-arctgx+C

du

j— @>0)
Exemplo 5: calcule a integral ¢ @ +U

Solucéo:

a

(*)1 u
izj' 2 gw= _I w=Larctgw+C :—arctg(—j+ C
a l+w 1+w a a a

du du 1 du
J.a2+u2_-|. { u) _?J uY
a’ 1+(j 1+(j
a @

W= dW:ldu

u
(*) Facamos a mudanca de variavel a e note que a = du=adw

Observacéo 1: Um fato importante é que o nome da variavel ndo é relevante
no processo de integracdo, mais especificamente, a integral
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I f (x)dx =j f (u)du = j f (w)dw = j f(hdt

dx
Exemplo 6: Calcule a integral IXZ +2X+5

Solucéo:

J' dx :I dx :J‘ dx du larctg(E}C

X2 +2x+5 d4+(C+2x+]) 22+ (x+1)? J.22 0 22 2 o
larctg()(+1)+c
2 2

(*) Facamos a mudanca de variavel U=X*1 g note que du = dx

(x) Pelo Exemplo 5 , temos o resultado.

2 2 2 2
O processo de escrever X“+2X+5=4+(X"+2x+1) =2+ (x+1)

denominado processo de “completar o quadrado™.

A 2X —

Exemplo 7: calcule a integral I X+2

é

Solucéo:
J‘«/Zx—6
dX
X+2 —
2
I 5 -UdUZZJ zu du=2- wd —
uc+10 uc+10 u®+10
2
(u?+10)-10 u?+10
=2-|—————du=2 du-10 du
J. u®+10 J.u2+ I

- z{jdu —1OIW du} -

= Z{U - %arctg(%} } +C
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¢ 10 V2x—6
—2{\/2x—6—\/ﬁarctg( 0 J}+C

:2{«/2x—6—\/ﬁarctg 2)(_6}+C

10

(*) Facamos a mudanca de variavel u=+2x-6 e note que

du=#dx:dx:udu

24/2X -6

Além disso, temos que

u+6 u?+10
= X+2=

2X—6=U’=x= +2

5.4 Método de Integracao por Partes

Este método de integracdo consiste em escrever uma determinada integral
como uma soma de uma funcdo com uma outra integral, na esperanca que esta nova
integral seja mais facil de integrar. Vejamos com mais detalhes. Considere duas
funcBes derivaveis em algum intervalo. Pela regra de derivacdo do produto entre
funcgbes temos:

[F(¥)-909]' = £'(x)- g0+ £(x)-9'(x) = £(x)-9'(x) =[(x)- g1 = £'(x)-9(x)

Integrando ambos os lados desta ultima equagéo, obtemos
[ 109900 0x = [[100- 9001 dx— [ 109 g(x)dx
ou equivalentemente,

[ 109-g'00ax= £09- 900~ [ 169+ g(x) dx

Observa(;éo 1: Uma observacdo importante é com relacdo a constante de
integracdo que omitimos na ultima passagem da descricdo acima, procedemos assim
porque aparecerdo outras constantes no decorrer do processo de integracdo e a soma
de todas elas podera ser representado por uma Unica constante que introduziremos
no final do processo. ApOs a ultima integracdo, a constante devera ser introduzida
obrigatoriamente.
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Observacdo 2: Na préatica procedemos da seguinte forma . Digamos que
gueremos calcular a integral

jf(x)~g'(x)dx_

Entéo fagamos Y = f(x)=>du=f'(x)dx o v=g(x) = dv=g'(x)dx_

Iudv=uv—fvdu ) _ )
Portanto, podemos escrever , que é denominada de formula
para integracéo por partes.

_ J‘xe“dx
Exemplo 1: calcule a integral
Solucéo:
1 4 (e 1 1 1 1
gy ) = Xxe — | — dx —xesx——j dx  =xe¥-=e¥+C=
[xeax o3 3 -3 3 _ 9

eSx
—(3x-1)+C
S

Vv
3
(*) por integraco por partes, temos U =X dv=e “dx du =dx 3

Exemplo 2: calcule a integral Ixz sen x dx

Solucao:

(1)
J.x2 senx dx = — x2 cosx+2J.xcosxdx SEG cosx+2(xsenx—J.senxdx)

= —x%cos x +2(xsen x +cosx)+C = 2xsenx + (2—x?)cosx+C

(1) Por integracéo por partes, temos

u=x? dv = sen x dx

du = 2xdx V = —COS X

(2) Por integracéo por partes, temos
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u=x dv = cos x dx
du =dx Vv =senx
Exemplo 3: calcule a integral jln xdx
Solugéo:

1
jlnxdx ) xInx—J.x-;dx ~ xlnx—jdx

= xInx—x+C
1
du = =dx
(*) por integracéo por partes, temos U=InX ¢ dv =1dx X V=X

Exemplo 4: calcule a integral je3x sen(2x) dx
Solucéo:

J. e3X sen(2 x) dx () —%egx cos(2x) +§J.e3x cos(2x) dx

@ —%e&‘ cos(2x) +g Be” sen(2x) — gIeSX sen(2x) dx}

—~
N

) —%e&‘ cos(2x) + %e?’x sen(2x) —%Ie3x sen(2 x) dx

Aparentemente ndo houve evolucdo no processo de integracdo, entretanto se

denotarmos a integral que desejamos calcular por |, isto é, | :Ie3x sen(2x) dx -

obteremos:

1 3x 3 3x 9
| =—=e”"cos(2xX) +—e "sen(2x)—— | +C
;€™ 0os(2x) + 7 e sen(2x) -~ 1 +C,

Note que neste momento introduzimos uma constante aleatoria G, pois nao
iremos resolver mais integrais e todas as constantes estavam acumuladas na altima
integral a ser calculada. Assim, isolando | , obtemos

1 1 1
= tem cos(2x)+§e3X sen(2x) +C, 13 Len Esen(2x)——cos(2x) +C,
4 2 4 4 4 2

4 5,13 1 4 1 5
= | =—e”"| —=sen(2x) ——=cos(2x) |+ —C, = —e”"|3sen(2x) —2cos(2x) |+ C ,
13[4”2()}13013[() (29)]
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onde denotamos C =%CO .

3x

Portanto, Ie“ sen(2x) dx = i—1[3sen(2x) —cos(2x)]+C

(1) Por integracdo por partes, temos

3x

u=e dv =sen (2x) dx
du =3e¥ dx V= —%cos(Zx)
(2) Por integracao por partes, temos
u=e¥ dv = cos (2x) dx
du = 3e* dx V= %sen (2x)

Exemplo 5: calcule a integral | = J.sec3 x dx

Solucéo:
I :jsec3xdx & secx-tgx—J.secx-tgzxdx ) secx-tgx—.[secx-(seczx—l) dx =
:secx.tgx—J.(secgx—secx)dx:secx.tgx—I +jsecx dx+C,

Portanto,

| =secx-tgx—I +Isecx dx +C, g | =secx-tgx— 1 +Injsecx+tg x|+ C, +C,
1
= 2l =secx-tgx+Injsecx +tgx+C, = | :E[secx-tgx+In|secx+tgx|]+c

1
Portanto, jsec3 X dx = E[secx -tgx+Insecx + tg ||+ C
(1)
= Por integraco por partes, temos U=secx dv= sec’ xdx du=secx-tgxdx v=tgx

(2) 2 2 2 2
= Usaremos a Relacdo Trigonométrica: 1+1g°X=sec”x = tg°x=sec”x-1

secx-(secx + tg x sec’Xx+secx-tgx , ®
® Jsecxdx:j ( g )dx:J 9X 4x Ildw:ln|w|+cl
SecX + tg x SecX + tg x w

? Insecx+tg x|+ C,

2
w W=secx+tgx = dw=(sec” x +secx-tgx)dx
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Observagéo 3: Em todas as integrais indefinidas que haviamos visto pode ser
feita uma ver.i(icagéo ao final do processo de integracdo. Para isso, usaremos 0O

seguinte fato f(x)dx=F(x)+C < F'=f

Vejamos isto neste ultimo exemplo.

Verificacdo do Exemplo 5: vimos que
jsec3 X dx = %[secx -tgx + Insec x + tg x|]+ C

A

sec X - tg X +sec? x
secx+tgx

E[secx-tg X+ Insecx +tg x|]+ C} :%{secx-tg2 X +5sec’ X+

1 sec X(tg X + sec X
=E{secx-tgzx+se03x+ (tgx+ )}

sec X + tg x

= %[sec x(tg? x +sec? x) + sec x]

= %[sec x(sec” x —1+sec® X) +sec x]

_1 3 3 _ 3
—ESGC X—SeCX+Sec™ X+SecxX|=sec™ X
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Teste 0 seu conhecimento

1. Nos exercicios de 1 a 6, calcule as integrais e verifique sua resposta por derivacao.

e
3.10. J.
e* +16

[ dx ¢ sec’ X
oA dx
117X 1.4, 9 COSSECX
r |9 _
. dx X 1d
1.2.° 1-x 15. ¥ X% +1
*4x°% +3x° — r Inx
4x +3>3( 2X dx _dx
1.3.°¢ X 16 ¢ XInx
2. Encontre uma fungdo f talque f'(x)+senx=0e f(0)=3.
3. Nos exercicios que se seguem calcule as integrais.
F 2X
3.1 7 X 311 jcos
J1+X /_XJr
32 J tg xdx 3.12. \/; Inx dx
[ .2 6 .
3.3. | (2x* +2x-5)" - (2x +1) dx 313 (x—1)e*dx
[ [ 2 4 .
34 | A X5 =2x" dx 314 x2e*dx
e [ 5 x?
35. | ———dx 315, | x’e* dx
Je ' +4 J
arctg x [ sen?
36, 92 dx 3.16. | sen”x dx
J1+X
- dx 317. | cossec® x dx
3.7. ’
J 16+ X
. 1 le
. In X2 3.18. —39 X
3.8. dx X
o X ~
3.19. xarctg x dx
VX +3 ’
3.9. dx .
7 x-1 320. |e™cos(4x)dx
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5.5 Integracéo por Substituicdo Trigonométrica.

Suponhamos que desejamos calcular uma integral onde o integrando contém

~ 2 2 2 2 2 2 o
expressbes da forma \/a -u", \/a +U” ou vu"—a" , onde admitiremos a>0.
Nestes casos, quando nao for possivel uma substituicdo simples, podemos remover o
radical com substitui¢cdes trigonométricas convenientes.

(i) A funcéo integrando envolve a expressao \/a2 —u?

Neste caso, podemos fazer a substituicdo U =asen@d . Assim, du=acosd dé@, e desta
forma podemos escrever:

JaZ —u? :\/a2 — (asend)? =\/a2(1—sen26?) =+aZcos? @ = acosd

(ii) A funcéo integrando envolve a expressdo V a’+u’

Neste caso, podemos fazer a substituicdo U=atge . Assim, du= asec’0d@, e desta
forma podemos escrever:

JaZ+u? = \/az + (atg)? :\/a2(1+tg20) =+a’sec’ @ = asecd

(iii) A funcao integrando envolve a expressao u®-a’

Neste caso, podemos fazer a substituicdo U =asecd . Assim, du=asecfd-tgfdda , e
desta forma podemos escrever:

Ju? - a2 :\/(asece)2 -a’ :\/az(secze—l) :\/a2 tg® 6 = atgéd

Vejamos alguns exemplos para esclarecer o procedimento.

/ 2
Exemplo 1: calcule a integral J‘4—2de
X

Solucéo:
."1,4 X2 (*)FM (2sen 0)? cosd dg_J’\M(l sen 9
(2sen 6)? 4sen? @
J‘\/4cos 050 do = J‘2c05¢92 s do = J‘4cos 40
4sen? @ 4sen’ @ 4sen? @
J- cosd 2 2 2
=|l— dQ:Icotg 0d0=I(cossec 6-1dé
sen @
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:jcossecze de—jde =-—cotgfd—-0+C

X

a2
= - 4-X —arcsen(§)+c

(*) Fagamos a substituicdo X =2send = dx=2cosddéd

_ %2 X
Além disso, cotgé = C0S0 _ v4-X e @ =arcsen (—J :
ené X 2

Observa(;éo 1: Havendo dificuldade para retornar a variavel original X, faca

A R . ~ cateto oposto X
uso de um triangulo retangulo que satisfaz a relagdo senf = —— = — ..
hipotenusa 2

Exemplo 2: calcule a integral IV4+ X% dx

Solucéo
()
j\/4+ XZdx = H“* (2tg0)? - 2sec’ 6 d6 = j 4+ 41920 -2sec’ 0 d6 =
:Jw/4(1+tgzt9) .2sec? 0 d@:j 4sec’ 6 -2sec’0 do

(x%)
:IZSece -2sec? @ d9=4jsec30 do =

= 2lseco tg 6+ Infsecd + tg 6]+ C

©2 x\/44+ x° +In}x+\/;+x2}

+C

(*) Facamos a substituicdo X =2tg0 = dx = 2sec’0de _Além disso, 190 =— e

V4 + x?
T

N | X

secd =

1
(**) Vimos no exemplo 5 da sec&o 5.4, que jsec3 X dx = E[SeCX g X+ In|secx +1g X|]+ C
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Observagéo 2. Havendo alguma dificuldade para retornar a variavel original X,

faca uso de um triangulo retangulo que satisfaz a relacéo

cateto oposto X

~ catetoadjacente 2

Exemplo 3: calcule a integral J.\/m dx
Solucéo:
'[\/m dx v j\/(Zsece)z —4-23ec€-tg€d0=Iw/4(sec20—1) .2sech-tgodo =
:J.\/m-%ec@-tge d9=4jse00-tgza do=
= 4Ise09-(3ec26—1) do= 4Isec39—sec9 do=
:4Ise039 d¢9—4J.sec9 do=

=2[seco-tg o + Injsec 6+ tg 6?|]—4In|se06?+tg 6|+C =

= 2[seco-tg6 - Injsec + tg6]]+ C Z 2[“’2‘4 _|n%’“r VX2_4|}LC

2|

x> -4

(*) Fagamos a substituicdo x = 2secd = dx=2secd-tgddé Além disso, tgO = 5

X
e secld=—.
2
(**) Vimos no exemplo 5 da secéo 5.4, que ISECXdX = In|secx+tg X| +C,

e Isecs X dx :%[secx -tgx + Insecx + tg ||+ C

Observagéo 3. Havendo alguma dificuldade para retornar & variavel original
X, faca uso de um tridangulo retangulo, construa o triangulo retangulo com a
informacédo de que

secH — 1 _  hipotenusa X

cos® catetoadjacente 2

c-ad
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5.6 Integracao por FracOes Parciais

Inicialmente, lembremos que uma funcgéo racional é, por defini¢do, 0 quociente
entre duas funcgbes polinomiais, isto €,

onde p(x) e g(x) sdo funcdes polinomiais. Vale ressaltar que algumas funcdes

racionais simples podem ser resolvidas por processos de integracdo Vistos
anteriormente, como, por exemplo, as integrais

I— I dx,j 22X dx e J-Z;dx
X2 +16 X +4 X°+6X+13

Nesta secdo vamos apresentar um método de integracdo, denominado
“Integracdo por Fracdes Parciais”. Este método se baseia em escrever a funcéo
racional como soma de fracdes mais simples, na esperanca de facilitar a integracéo,
integrando as fragdes mais simples. Para isto, usaremos um resultado da Algebra, que
€ dado no teorema que se segue.

Teorema 1: Todo polinémio, com coeficientes reais, pode ser escrito como um

produto de fatores lineares e/ou quadraticos irredutiveis, todos com coeficientes
reais.

Demonstra(;éo: N&o veremos a demonstragdo neste curso para ndo desviarmos
de nosso objetivo imediato que sdo as técnicas de integracdo. Nao obstante, o
estudante vera a demonstracdo em um curso de algebra mais adiante. Dividiremos o

nosso estudo em quatro casos, dependendo de como o denominador (X), da funcéo
p(x)
q(x)

p(x) é menor que o grau de q(x), isto é, op(x)<aq(x), se isso ndo ocorrer,

racional f(x)= , Seja decomposto. Admitiremos no que segue que 0 grau de

facamos a diviséo inicialmente, e desta forma voltaremos aos casos tradicionais. Mais
precisamente, se 0p(x)>0q(x) entdo existem polindmios M(x) e r(x) tais que
p(x) =q(x)-m(x)+r(x), onde or(x)<aoq(x) , assim obtemos

If(x)dx= p( ) IQ(X) ”;((’)‘())”(X) dx =Im(x)dx+_[%dx,onde

or(x) <aoq(x) .

Outra simplificacdo Gtil em nosso estudo é admitir que o polindmio g(X) possui

coeficiente do termo de mais alto grau igual a 1, se isto ndo ocorrer divida o

171



Calculo Diferencial e Integral | c-ad

P

numerador e o denominador da funcdo racional f(x)=—) por este fator.
X

Passemos aos casos.

(Caso 1) q(x) € um produto de fatores lineares distintos.

Neste caso podemos escrever ((X) na forma gq(x)=(x—a)(x—a,)---(x—a,),

desta forma o Teorema das fragbes parciais estabelece que existem constantes

A A, A tais que f(x):p(x): A + A, N A

qx) x-a x-a, X—a

n

Estas constantes serdo determinadas conforme o exemplo abaixo. Dai teremos:

J.f(x)dx Ip(x)d _.[ A LA LA o

X—a X-—a, X—a,
I A dx+J.X/_3‘2a2dx+~ I A dx_

=A1IX aldx+A2I s

= A Inx—a,|+ A, Injx—a,|+--+ A In|x—a,[+C

1
5 dx
—6X“+11x-6

Exemplo 1: calcule a integral Ixs

Solucao:

% dx =

1 (*)
Ix3—6x2+1lx—6 I(x D(x - 2)(x 3) -[x 1 x- 2 X-3

ZEJ‘ 1 dx—J. ! dx+£ 1 dx =
2J x-1 X—2 2 x-3

VX2 —4x+3

X—2

:%In|x—]j—In|x—2|+%|n|x—3|+C:In +K

*) 1 _A B C

TR 1T 33 = A(x-2)(x-3)+B(x-1)(x-3)+C(x-1)(x-2) =1

1
e Para x=1, temos que 2A=1= A==
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e Para X=2,temosque —B=1=B=-1

1
e Para x =3, temos que 2C:1:>C:§

A

(x-)(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3

Desta forma, podemos escrever

Note que, neste caso, ndo € aconselhavel multiplicar os fatores e fazer
identificacdo de polindbmios, daria mais trabalho. N&o obstante, se assim
procedermos, obteriamos o mesmo resultado.

—2x%-13x? +38x-23
3 2 dX
X°—6X"+11x—-6

X4
Exemplo 2: calcule a integral I

Solucdo: Como o grau do numerador, p(X), é maior que o grau do
denominador, q(x), efetuamos inicialmente a divisdo dos polindmios, para obter:
x* —2x% —13x? +38x — 23 = (x + 4)(x* —6x* +11x — 6) +1

Assim,

x* —2x® —13x* + 38x — 23 (x+4)(x* —6x* +11x—6) +1

‘[ 3_ 2 _ dX:J‘ 3_ 2 _ dX
X° —6X°+11x—6 X°—6X°+11x—-6

1

dx:j X+4)+ dx =
( ) x}—6x%+11x—6

_J‘(x+4)(x3 —6x° +11x—6) +1
x® —6x° +11x—6

Exemplol ,2 2
=I(x+4)dx+jxg_6le+llx_6dx - X?+4x+ln—M4X+3+K
X—2

(Caso 2) q(x) € um produto de fatores lineares distintos, alguns dos quais
repetidos.

Se um determinado fator linear de q(x), digamos X—a , tem multiplicidade k ,
a esse fator correspondera uma soma de fragbes parciais da forma

Act A

+
(x-a)"  (x-a)

— A_—A

x—a (x—a)’

++

Estas constantes podem ser determinadas conforme o exemplo que se segue.
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3X*—7x+5
Exemplo 3: calcule a integral I dx
P g x®—5x*+8x—4

Solugéo: O primeiro passo é decompor o denominador da funcdo racional.

Vejamos, x®—5x°+8x—4=(x—-1)(x—2)*. Desta forma o denominador é um produto
de fatores lineares distintos, alguns dos quais repetidos. Assim,

I 3x2 - 7x+5 3x2 —7Xx+5 3x% —7x+5
— dx = |———— dx :j—zdx
X° —5x“+8x—-4 (x-D(x-2) (x=-1D(x-2)

(*)

I—dx+2j—dx+3 - dx :In|x—]4+2ln|x—2|—é+K

X_
In‘x —5x% +8x— 4‘——+K

*) 3% -7x+5 A B C
(x-1)(x-2)? “XC1 x-2 (x—2)2
A(x=2)* +B(x-1)(x-2) +C(x-1) =3x* - 7x+5

. Para X =1, temos que A=1

. Para X=2, temos que C =3
. Para X =3, temos que A+2B+2C=11=2B=11-7=B=2
3x*-7x+5 1 2 3

Portanto, podemos escrever

X-DX-27 x-1 x-2 @ (x-2)

(Caso 3) q(x) € um produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis,
sendo que os fatores quadraticos néo se repetem.

Neste caso, para cada fator quadratico irredutivel (Azb2 —4c<0) da forma

, ~ . Ax+B
X2 +bx+c, corresponderd uma fracdo parcial da forma 2 tbxac Estas constantes
X" +bx+c

podem ser determinadas conforme o exemplo que se segue.

X“+x+1
Exemplo 4: calcule a integral I— dx
X+ X +Xx-3

SOIUQ&O: O primeiro passo € decompor o denominador da funcdo racional.

Vejamos, X+ x*+x—-3=(x-1)(x*+2x+3). Desta forma, o denominador é um
produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis. Assim,
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X2+ x+1 X2 +x+1 = 1 1 X+1
j#dxz 2 dX = — + 2 dX:
X*+ X +x-3 (X=1)(x" +2x+3) 2J\x-1 x"+2x+3
:EI 1 j 2X+2 = lIn|x—]4+lln‘x2+2x+3‘+K:
Xx-1 x> +2x+3 2 4

=In‘«/x—1-4\/x2+2x+3‘+ K

X2+x+1 x> +Xx+1 __ A Bx+C
CHx?+x-3  (x-D(x*+2x+3) x-1 X" +2x+3

(*)

= A(X* +2x+3)+ (x-1)(Bx+C)=x*+x+1

= (A+B)X* +(2A-B+C)x+(BA-C)=x"+x+1

A+B =1
Fazendo a identidade dos polinbmios, obtemos o sistema: <2A-B+C=1
3A-C =1

X2 +Xx+1

1
cuja solucéo é dada por A=B =C =—. Portanto, podemos escrever ———————
2 x>+ x> +x-3

1( 1 X+1
= — —+ 7
2ix-1 XxX“+2x+3

(Caso 4) gq(x) é um produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis,
sendo que alguns dos fatores quadraticos se repetem.

Neste caso, para cada fator quadratico irredutivel (Azb2 —4c<0) da forma
x*+bx+cC, que se repete com multiplicidade k, correspondera uma soma de
fracBes parciais da forma

AX+ B, AX+B, A X+ B,
2 T2 L RS
X“+bx+c (X“+bx+c) (X +bx+c)

Estas constantes podem ser determinadas conforme o exemplo que se segue.

X +4x2+x-2
Exemplo 5: calcule a integral '[ SRR XS dx
X7 =X"+2X"=2x"+x-1
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Solugéo: O primeiro passo é decompor o denominador da funcdo racional.
Vejamos, X° —x*+2x®-2x*+x—-1=(x-1)(x* +1)*. Desta forma o denominador é

um produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis que se repetem. Assim,

4 2
X" +4X" +X—2 dx - (X' +4+x=2 Y 1 2x+3
5 4 3 2 = 7 X = _[_ t e
X> = X" 42X =2X"+x-1 (x=1)(x* +1) x-1 (x*+1)

1 2X+3 1 2X+3 1 2X 1
= + dx = dx + dx = dx dX+ 3| ——— dx
I(x—l (x2+1)2j J‘x—l -[(x2+1)2 J.x—l +J.(x2+1)2 " J.(x2+1)2

1 3 X
=Inx-1 - — —| arctg X + + K
| :q x2 +1 2( g X2+1j °

X'+ 4xP+x-2 _x*+4x*+x-2 A Bx+C Dx+E
5 4 3 92 1 2 2y t2 T2 2
X=X +2x°=2x"+x-1  (x=-D(x*+1) x=1 x"+1 (x°+1)

(*)

= A +1)%+ (Bx+C)(x-D(x* +1) + (x —)(Dx+ E) = x* +4x2 +x-2
= A +2x° + 1) + (Bx+C)(X° = x* +x—1) + (x—1)(Dx + E) = x* + 4x* + x -2

= (A+B)x*+(-B+C)x®*+(2A+B-C+D)x*+(-B+C-D+E)x+(A-C-E)

=x* +4x%+x-2

A+B=1
-B+C=0
Fazendo a identidade dos polinbmios, obtemos o sistema: \2A+B-C+D=4
-B+C-D+E=1
A-C-E=-2

Cuja solucéo € dada por A=1, B=C=0, D=2 e E=3_ Portanto, podemos

X' +4x% +x-2 A  Bx+C Dx+E 1 2x+3
escrever ——— 3 5 = +— s = e
XT=X"+2x"=-2x"+x-1 x-1 x"+1 (x"+1)° x-1 (x°+1
#) 2
(**)J‘ 21 _dx = J‘sec €d9=j 12 de:jc0529d9=j1+cosze 10—
(x*+1) sec" @ sec” @ 2
:g+lsen29+Ko:€+£sen6?-cos¢9+Ko:iarctgx+l 2X + K,
2 4 2 2 2 2x°+1

Fazendo a substituicdo trigonométrica x =tgd = dx =sec’ 6 d@

176



c-ad Calculo Diferencial e Integral |
0000000000090

5.7 Substituicbes Diversas

Nesta secdo veremos algumas substituicdes especiais que podem ser usadas
para resolvermos determinadas integrais. Veremos varios exemplos onde usaremos
algumas dessas substituicdes.

Exemplo 1: Calcule a integral J.COSS x dx

~ 8
Solucéo: Icos5 xdx = I(cosz x)®-cos x dx =J.(1—sen2 X)%-cosx dx =

)
Jcoss xdx = I(cosz X)? -cos X dx :J‘(l—sen2 x)?-cosx dx =

(*) 2 1
2\2 2 4 3 5
= j(l—u ) dU—J-(l—ZU —-u )dU—U u u+C=

) 2 1
= sen x —gsen3 X —gsen5 X+C

(*) u=senx= du=cosxdx

Exemplo 2: Calcule a integral Isen4 X dx.
Solucao:
2
Isen“ X dx = I(senz x)? dx :I(%J dx = %J.(l— 20s 2X + €052 2x) dx

1+ cos4x) dx

= 1j'(1—2c032X+ =§jdx—£jcoszxdx+1jcos4xdx=
4 8 2 8

:§x—£sen4x+isen4x+c
8 4 32

Neste exemplo ndo fizemos nenhuma substituicdo, procedemos de maneira
direta. No processo de integracao € importante adquirir tal habilidade.

Exemplo 3: Calcule a integral th3 X dx

Solucao:
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Ithde=Itg x-tg” x dx :Itg X- (sec’ x —1) dx =Itg X-sec’ X —tgx dx =
2
=Itg X-sec? X dx—jtgx dx=thX— Injcos x|+ C

Observacao: Quando temos uma integral da forma jR(COS x,senx)dx , isto &,

o integrando é uma funcdo racional de SenX e COSX, devemos fazer a seguinte

X 2
substituicdo t=tg— = x = 2arctgt = dx = dt.
¢ 9% J 1+t
2tg5 ot 1—t925 112
Além disso, como senx = 2_—senx= > €C0SX = 2 5 cosx = >
2 X +1 2 X
1+1g > 1+1g 2

Assim, quando utilizamos esta substituicdo podemos fazer uso das férmulas

1-t2
COSX =——+

dt senx= 5 -
1+t

t? 1+12

dx = 2
1

Vejamos esta substituicdo no exemplo que se segue.

dx
Exemplo 4: calcule a integral J. —
3+5c0s X

< ) 1 2 2 1
Solugéo: I x 2 I — zdt:_[ : dt:—J'z—dt:
3+5C0S X 3+5[1—t j 1+t 8-2t t* -4

1+t°
X
tg—+2
() _ ()
-z —%ln% +C:%lnﬁ+ Z 1|n§— e
t+ - th—Z

X 2
(*) Fazendo a substituicdo t = th = x=2arctgt = dx = e dt . Além disso, temos

2t 1-t? : 1 .
Senx = > e COSX = 5 . (**) Resolvendo a integral J. 5 dt pelo método de
1+t 1+t t°-4
1 ]t-2
fragBes parciais, temos I > dt==In——+C
t°—4 4 t+2
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Teste 0 seu conhecimento

1. Calcule as integrais dadas.

1.1,

12

13.

14,
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— dx
x34/x* —16
* X—2

dx
x}—3x2—x+3

15.

16.

1.7.

18.

e x3+3x-1 dx
x* —4x?

¢ 2X° +5x+4
X2+ x2+x-3
r X+1
X(X* +2x +3)

* dx

Sen X + Cos X + 2

dx
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5.8 Area e Integral Definida

Agora vamos introduzir o conceito de integral definida. Veremos as
propriedades das integrais definidas e veremos o Teorema Fundamental do Calculo
que € a peca chave de todo o Calculo Diferencial e Integral, pois € o elo de ligacédo
entre as operacOes de derivagdo e integracdo. Veremos dentro das aplicacdes da
integral, o calculo de areas entre curvas e volumes de solidos de revolucao.

Considere uma fungdo continua e ndo negativa f . Desejamos analisar agora o
problema de definir a area A de uma regido plana S , delimitada pelo grafico de f
pelo eixo dos X e pelasretas X=a e x=Db, conforme figura 1.

Ay

\ y=f(x)
_~

S

®y

0 a b
Figura 1: Area sob o graficode f ,de @ até b .
Para calcular esta area, considere uma particdo P do intervalo [a,b] , isto é,
uma subdiviséo do intervalo [a,b] em n subintervalos, escolhendo os pontos

A=Xy <X <Xy <o <Xy <X <o <X, =D.
Com o objetivo de entender a definigdo, considere também AX; = X — X;_,
o comprimento do intervalo [X,_;,X].

Além disso, em cada um destes intervalos [X ,,X], escolnemos um ponto

qualquer c; .
Paracada i, i=1,---,n, construimos um retangulo de base Ax; e altura f(c,).
A soma das areas dos N retangulos, que denotaremos por S, é dada por
n
Sy = FC)AX, + F(C)A%, ++-+ F(C)AX, = Y F(c)Ax
i=1

Esta soma é denominada soma de Riemann da funcdo f . Note que a medida

que n cresce muito e cada Ax,, i=12,---,n, torna-se muito pequeno, a soma das
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areas retangulares aproxima-se do que entendemos intuitivamente como sendo a
area da regido plana S .

Definicdo 1: Seja f uma fungdo continua e n&o negativa em [a,b]. A area sob a
curva y= f(x), de a até b, é definida por

n

A= lim S = lim f(c;) A
max A xj—0 n méXAXi%OZ (') :

onde c; € um ponto aleatério do intervalo [x; _,,x;], paracada i=12,---,n.

Observagéo 1: Podemos provar, ndo o faremos aqui neste curso, que o limite
da definicdo anterior existe e € um nimero néo negativo.

Definicdo 2: seja f uma funcéo definida no intervalo [a,b] e seja P uma particéo

b
qualquer de [a,b] . A integral definida de a até b, denotada por jf(x)dx, é dada

b ) I b
por J.af(x)dx=méX|AI[(Ti1_)0iZ1: f(C)AX , desde que o limite exista. Se Lf(x)dx existe,

dizemos que f é integravel em [a,b].

Observacéo 2: 0 simbolo j foi introduzido por Leibniz e € chamado de sinal

b

de integracdo. Na notacdo de integral definida, jf(x)dx, 0os nimeros a e b séo
a

denominados limites de integracdo, mais precisamente, a é denominado limite

b
inferior e b de limite superior. Além disso, quando J.f(x)dx é integravel em [a,b],
a
b
temos que If(x)dx € um numero real e ndo depende da variavel utilizada para
a

b b b
integracdo, desta forma podemos escrever, jf(x)dx =I f (t)dt =I f (w)dw, isto é,

podemos usar qualquer simbolo para representar a variavel independente.
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Observa(;éo 3. Uma observacao de grande importancia é que se f é continua

e ndo negativa em [a,b], as definicbes de area e integral definida coincidem e

b
portanto temos que A:If(x)dx , isto é, a integral definida representa a area da
a

regido sob o graficode f,de a até b .

\ y=f(x)
-

A= ff(x)dx

Ay

—_—

X
Figura 2: Areasob f ,de @ até b .

Observacdo 4: No que segue, quando usarmos um intervalo [a,b],
admitiremos a<b .

Defini¢do 3: suponhamos que f ¢é integravel em [a,b] . Entéo,
a b
Q) Lf (X)dx = — Lf (x)dx

(i) Se f (a) existe, entdo Iaf (x)dx=0

Teorema: se f é continua em [a,b], entdo f ¢ integravel em [a,b].

Demonstracdo: Nao sera feita neste curso. Ndo obstante, o estudante vera
esta demonstracdo num primeiro curso de andlise na reta que fara futuramente.

182




c-ad Calculo Diferencial e Integral |
0000000000090

5.9 Propriedades da Integral Definida

Agora, listaremos varias propriedades da integral definida. Ndo é o nosso
objetivo demonstrar estas propriedades, apenas usa-las. O leitor interessado na
demonstracéo destas propriedades encontrara nas bibliografias listadas abaixo.

Teorema 1: se f é uma fungdo integravel em [a,b] e k é um namero real
arbitrario, entdo kf é uma também uma funcéo integravel em [a,b] e

ka f () dx =k Lbf (x)dx .

Teorema 2: sejam f e g fungdes integraveis em [a,b], entdo f +g € integravel
em [a,b] e

Observagéo: O teorema 2 pode ser generalizado para a soma de um numero
finito de funcdes e podemos escrever

b b b b
j[fl(x)+ £,(x) +--+ f. (x)]dx :j fl(x)dx+j fz(x)dx+---+j £ (x)dx
Além disso, o teorema também é véalido para diferenca de fungéo

[T 09-g00nax= [ (9 dx - [

Teorema 3: Suponhamos que a<c<b e f é integravel em [a,c] e em [c,b] ,
entdo f é integravel em [a,b] e

Lbf (x) dx = ch (x)dx + I 't (x) dx

Teorema 4: Sseja f uma funcfo integravel em [a,b] tal que f(x)>0, Vxe[a,b] ,
entao
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Lbf(x)dxzo

Teorema 5. Sejam f e (g fungdes integraveis em [a,b] tais que
f(x)>g(x), vxe[a,b] , entdo

Lbf (x) dx > ng (x) dx

Teorema 6: Se f é uma funcédo continua em [a,b], entdo

J':f (x)dx|< Lb|f(x)|dx

Teorema 7: Sse f é uma funcéo continua em [a,b], entdo existe um ponto C entre

a e b tal que

Ibf(x)dx:(b—a)f(c)

Teorema 8. Se f ¢é uma funcdo continua em [a,b], tal que
m< f(x) <M, Vxe[a,b], entdo

m(b—a)sjbf(x)dst(b—a)
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5.10 Teorema Fundamental do Célculo

O Teorema Fundamental do Célculo estabelece uma conexdo entre os dois
ramos do célculo: o calculo diferencial e o célculo integral. O Céalculo Diferencial
surgiu do problema da tangente, enquanto o calculo integral surgiu de um problema
aparentemente ndo relacionado, o problema da area. O Teorema Fundamental do
Célculo da a precisa relacdo inversa entre a derivada e a integral. Foram Newton e
Leibniz que exploraram essa relacdo e usaram-na para desenvolver o calculo como
um método matematico sistematico. Em particular, eles viram que o Teorema
Fundamental do Calculo os capacitou a computar &reas e integrais muito mais
facilmente, sem que fosse necessario recorrer a definicdo diretamente.

Teorema 1: Seja f uma fungdo continua em [a,b], entdo a fungdo G:[a,b] > R,
definida por G(x) =.[Xf (t)dt, é derivavel em [a,b] e G'(x) :%J‘Xf () dt= f(x),
vx e[a,b].

Demonstracéo: De fato, dado x €[a,b], temos

I " ydt— fo (t)dt j “f(tydt+ j'f (t)dt fo Odt

G'(x) = limSEEM =60) _ ;) — lim 2
h—0 h h—0 h h—0 h
x+h
f(t)dt o (+)
— lim S im AN it © f(o
h—0 h h—0 h—0

(*) como f & continua em [a, b] , em particular o sera em [X, X+ h] , entédo pelo Teorema 7,
x+h
existe Z € (X,X+h) tal que I f@)dt=f(z)(x+h-x)=f(z)h.

(**) Além disso, como Z estaentre X e X+ h , segue que Z—> X quando h — 0 . Entdo

pela continuidade da fungéo f , temos que lim f(z) = f(limz) = f (x).
h—0 h—0

Note que se X for a ou b, considere os limites laterais adequados. Isto
completa a demonstracao.

Agora, estamos em condicdes de estabelecer o principal teorema do céalculo
integral denominado Teorema Fundamental do Calculo.
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Teorema 2 (Teoremallz Fundamental do Célculo): Sejfam f uma funcéo continua

em [a.b] e uma  primitiva de em [a.b]

[[F090x=[FOOL = F@0)-F(a)

entao

Demonstracdo: como f é uma fungdo continua em [a,b], entdo pelo
Teorema 1 , segue que G(x):jf(t)dt é uma primitiva de f em [a,b]. Seja F
a

uma primitiva de f em [a,b], entdo existe uma constante C tal que
F(x)=G(x)+C, Vxel[a,b] .

. b
Note agora que G(a) :If(t)dt:O e G(b) = j f(t)dt.

Assim, temos que
F(b)—F(a)=(G(b)+C)—(G(a)—C)=G(b)—G(a)=Ibf (t)dt-ozjbf (t)dt .

Isto conclui a demonstracéo.

1
Exemplo 1: calcule a integral szdx
0

1 3 1
Solucéo: J‘xzdx={%} =%—0=%. Note que, como a funcdo f(x)=x* é
0 0

continua e ndo negativa em [0,1] , resulta que a area sob o graficode f,de 0 al, é

i uala1
g 3

/2
Exemplo 2: calcule a integral jcosxdx

0

186



c-ad Calculo Diferencial e Integral |
0000000000090

7/2
Solugéo: J.cosxdx:[senx]g/zzl—O:l. Note que, como a funcéo
0

) ] x : Vs , -
f(X) =cosx é continua e ndo negativa em [OE} , resulta que a area sob o gréafico

de f,de0 a%,éigualal.

h X
jz dx
Ox +1

Solugéo: Neste caso, temos dois procedimentos para calcular a integral.
Vejamos em detalhes estes procedimentos.

Exemplo 3: calcule a integral

Primeiro Procedimento: Calculamos, inicialmente, a integral indefinida

I 2X dx .
X“+1

) )
szx 1dx = %J%du :%In|u|+c = %In(x2 +1)+C
+

1
(*) Facamos a mudanga de variaveis U = X> +1=> du = 2Xdx . Portanto, Edu = xdX . pe

X 1
posse da primitiva de f (X) =— 1 que é dada por F(X) = Eln(xz +1)+ C , calculamos a
X"+

integral. Com efeito,

1

X 1 1 1 1
dx=[F(X)E=FQO)-F0)==In2-=In1==In2-0==In2=1In+/2
| X =[F (0L = F ) - F(0) =3 In2 - ~In1=— SIn2=1n2

Segundo Procedimento: Calculamos diretamente a integral dada.

1 2
X =11 1 2 1 1
jm dx = E!U du =E[In|u|+c]l:E[InZ—Inl]:EInZ = In2

0

1
(*) Facamos a mudanca de variaveis U = X2 +1= du = 2xdx. Portanto, Edu = XdX Além disso,

como U=U(X)=X"+1, entio U(0)=1e ul)=2
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A vantagem do segundo procedimento estd em ndo haver a necessidade de
desfazermos a substituicdo. Por outro lado, se a integral for um pouco mais
complicada, o primeiro procedimento é mais indicado.

. ~ X . , n .
Note também que, como a funcdo f(X)= i1 ¢ continua e n&o negativa em
+

1
[0,1], resulta que a area sob o graficode f,de 0 al, éigual a EInZ =In~2

e
Exemplo 4: calcule a integral jln x dx
1

Solugéo: sabemos que J.In xdx = xInx—-x+C, vimos este fato quando

estudamos integracdo por partes. Assim,
J.Inx dx =[xInx—x]° =[elne—e|-[lIn1-1]=1.
1

Note que, como a funcdo f(x)=Inx é continua e ndo negativa em [le],

resulta que a area sob o graficode f,del a €, éigualal.

Observagéo: Quanto ao método de integragdo por partes, na pratica
procedemos da seguinte forma. Digamos que queremos calcular a integral

b
jf(x) -g'(x)dx . Entéo fagamos u = f (x) = du= f'(x)dx e v=g(x) = dv=g'(x)dx

b b
Portanto, podemos escrever judv:[uv]g—jvdu, que é denominada de
a a

formula para integracdo por partes com limites de integracao.
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1
Exemplo 5: calcule a integral Ixexdx
0

1
0
0 0

Solucéo: jxexdx = [xex] —j.exdx = [xexlz - [ex]tz (e-0)—-(e-1) =1

u=x dv=e*dx

*) Por integracao por partes, temos
(*) grag&o por p du=dx yo g

5.11 Calculo de Areas
Podemos calcular areas de figuras planas com o auxilio da integral definida.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1: Determine a area limitada pela curva y =9—X’ e o eixo dos X .

Solugéo: Como y=f(x)=9—-x%x*> é uma funcdo continua e ndo negativa no

intervalo [-3,3], entéo a area procurada, que denotaremos por A, é dada por

3

b 3 3
A= I f(x)dx = j(g— x2)dx :{9x—%} = (27-9)-(-27+9) =36
a -3 -3
Portanto, a area € 36 unidades de area.

Exemplo 2: Determine a area limitada pela curva y = x> —9 e o eixo dos X .

Solucéo: como y= f(x)=x*-9 é uma fungdo continua no intervalo [-3,3]
,No entanto, negativa no intervalo (-3,3), entdo a area procurada, que denotaremos

por A, é dada por

373

A= !I f (x)|dx = L(9 —x*)dx = [9x —%} - (27-9)—(-27+9)=36

Portanto, a area é 36 unidades de area.
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Exemplo 3: Determine a area limitada pela curva y =senx e o eixo dos X, de
0 até 2r .

Solucao: como y = f(x) =senx é uma fungéo continua em [0,27], positiva no

intervalo (0,7) e negativa em (7,27) , entdo a area procurada, que denotaremos

por A, é dada por

b 2z Vg 2z
A=J|f (x)|dx = J.|sen x| dx =Isen xdx+j—sen xdx =
a 0 0 V3

=[-cosx]g +[cosx];" = (1+1) +(1+1) =4

Portanto, a area € 4 unidades de area.

Exemplo 4: Determine a 4rea limitada pelas curvas y=x* e y=X+6.

Solucdo: Sejam f(x)=x*> e g(X)=Xx+6. Inicialmente, vamos determinar a
] g

intersecdo entre as curvas dadas. Vejamos,

1++1+24 1

x2:x+6:>x2—x—6:0:>X:T:>x:

-+
(€3]

Logo, as curvas se

N ‘

interceptam nos pontos de abscissa x=-2 e x=3. Note que
g(x)> f(x),vxe[-2,3]. Entdo a area procurada, que denotaremos por A, é dada
por

A=J;[9(X)— f (x)Jdx =J;[x+6—x2]dx ={X72+6x—%3}2 =B+18—9}—E—12+%} =

27 22 125

2 3 6

125 . ,
Portanto, a area é ? unidades de éarea.

Observacéo: Em geral, a 4rea A limitada pelas curvasy = f(x) e y=g(x) e

b
pelas retas X=a e x=b, é dada por A:I|f(x)—g(x)| dx
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Exemplo 5: Determine a érea limitada pelas curvas y=X*-1e y=Xx+5.

Solucéo: sejam f(x)=x*-1 eg(x)=x+5. Inicialmente, vamos determinar a

intersecdo entre as curvas dadas. Vejamos,

X2 —1=X+5=x>-x-6=0=Xx

1541424 145
2 T

Logo, as curvas se interceptam nos pontos de abscissa x=-2 e x=3. Note
que g(x)> f(x),vxe[-2,3]. Entdo a area procurada, que denotaremos por A, é

dada por
A= Ig(x)—f(x)dx j[(x+5) (X —1)]dx{—+6x—ﬂ2=E+18—9}—E—12+%}:
27 22 125
e R —
2 3 6

3 125 , . .
Portanto, a érea é e unidades de area. Observe que recaimos basicamente

no Exemplo 4, o que fizemos foi transladar verticalmente para baixo, 1 unidade, a
regido do Exemplo 4. E claro que, desta forma, o valor da area nio se altera.

5.12 Célculo de Volumes

Defini¢do: Seja f uma funcdo continua e ndo negativa no intervalo [a,b] e seja R

a regido sob o graficode f de a até b . A volume do sélido de revolugdo T , gerado

pela rotacdo de R em torno do eixo dos X, é definido por

= lim an (c)AX

méaxA x; -0

desde que o limite exista.

b
Observacao: De acordo com a defini¢éo, temos a formula V = nj f2(x) dx .
a
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Exemplo: Calcule o volume V do solido T , gerado pela rotagdo da regido R

y=x° x=0 , x=1

. . X .
, limitada pela curva , 0eixo = e as retas , em torno do eixo dos

X.

Solucéo: seja f(x)=x*. Sabemos que o volume V ¢é dado por

o1y

b 1
v =ﬂj'af2(x) dX=7Z"!‘X4 dx =
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Teste 0 seu conhecimento

Calcule as integrais.

4 3 %
Iﬁdx J‘\/x+1 dx Isenzxdx
1. © 5. 0 9. 0
7 2 2
4x A
.[ = dx 6. lenxdx J|senx| dx
2. 0 ! 10. ©
In2 2 1
J’e”dX I(6+x—x3)dx I L _ dx
3. 0 7. 0 110 4—-x
4 7%
dx dx e
4, I > 8. j Icos Inx) dx
7 12.1

13.Seja f uma funcdo continuaem [—a,a], onde a > 0 . Mostre que:

131, Se f 6 par, ento j f(x)dx:ZI f(x)dx .
-a 0
132. Se f éimpar, entdo jf(x)dx:o.

J'x2 tg x dx
14, -~

Ie‘xz sen x dx
15. -~

d Jx
16.Calcule —| |e*dt
alcule dX E':

17. Determine a 4rea da regido S limitada pelas curvas y=x> e y=2-x* e x =0.
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18. Calcule o volume do sélido gerado pela rotacdo, em torno do eixo dos X, da regido limitada

pela pardbola y = %(13 —x*) epelareta y = %(x +5).

X2
1+¢e*

1
19. (Desafio) Calcule a integral j dx
-1
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