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Geometria Analítica

Este texto foi idealizado para servir de referência na disciplina de Geometria 
Analítica do Curso de Licenciatura em Matemática – Modalidade a Distância – da 
Universidade Federal de Viçosa. Em função disto ele é basicamente um guia no 
que se refere aos conceitos básicos da Geometria Analítica, que são fundamen-
tais na compreensão de teorias mais avançadas nas disciplinas de Cálculo Dife-
rencial e Integral. 

O trabalho de confecção do material foi bastante árduo, pois considerou as 
características de construção de um curso que é oferecido a distância, mas que 
preserva a qualidade do curso presencial ofertado pela UFV.

O material aqui desenvolvido terá, na UFV, o suporte e a complementação 
de outras mídias disponibilizadas na plataforma de interação PVANet, que é um 
ambiente virtual de aprendizagem. Além do PVANet, a disciplina contará com 
todos os elementos que esta modalidade de ensino exige: tutores presenciais e 
a distância; coordenadores de polos; professores coordenadores de disciplinas; 
coordenador de tutores; comissão coordenadora de curso etc.

A produção do material contou com o importante apoio da equipe de tuto-
res do Curso e vale a pena deixar registrado o agradecimento a Bráulia Apareci-
da de Almeida Perázio, Frederico Ventura Batista, Isaque Viza de Souza e Marcos 
Barros.

Especificamente sobre o texto produzido, dividimos os conceitos em módu-
los, que representam, de certa maneira, as semanas de aula da disciplina. Come-
çamos o material explorando a ideia primária da Geometria Analítica plana, que 
consiste em estabelecer uma correspondência entre pontos do plano e pares 
ordenados de números reais, tornando possível uma correspondência entre cur-
vas do plano e equações de duas variáveis. Assim transferimos uma investigação 
geométrica para outra investigação algébrica correspondente. Passamos pelo 
estudo de parábolas, elipses, hipérboles, retas, vetores, propriedades dos veto-
res etc, e finalizamos o texto abordando o conceito de Geometria Analítica no 
espaço. 

Prefácio
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Nosso estudo começa pela idéia de que os pontos de uma reta orientada 
estão em correspondência biunívoca com os números reais. Um eixo é uma reta 
orientada na qual fixamos um ponto O e o referimos a ele como origem do eixo:

Módulo 1
O Plano

Para determinar a correspondência biunívoca dos pontos deste eixo com os 
números reais, colocaremos o ponto O do eixo em correspondência com o nú-
mero real zero. Fixando uma unidade de medida, associamos a cada ponto X do 
eixo a um número real x tal que a distância de X a O é |x|, e de tal forma que se 
X está à direita de O, então x é positivo e se X está à esquerda de O, então x é 
negativo.

Denotando a distância entre o pontos O e X do eixo por d(O,X), observe que:

O ponto A do eixo está à direita de O e em correspondência com o número 
real positivo 2 de tal forma que d(O,A)=2. O ponto B do eixo está à esquerda de O 
e em correspondência com o número real negativo -3 de tal forma que:

d(O,B) = |-3|=3.

Coordenadas no Plano
A geometria espacial nos diz que duas retas que se interceptam determinam 

um plano. Consideremos o plano definido pelo par de eixos perpendiculares x e 
y, conforme a figura a seguir:
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Note que as origens dos dois eixos x e y coincidem. Tomemos a unidade OX 
igual OY e seja P um ponto qualquer do plano. Traçando-se a única reta paralela 
x’ ao eixo x, passando pelo ponto P notamos que x’ intercepta o eixo y no ponto 
Y1. Traçando-se a única reta paralela y’ ao eixo y, passando pelo ponto P notamos 
que y’ intercepta o eixo x no ponto X1. Veja a seguir:

Seja x o número real correspondente ao ponto X1 do eixo x e y o número real 
correspondente ao ponto Y1 do eixo y. O que notamos é que os números x e y 
determinam univocamente, o ponto P.

Observe que dados os números reais x e y, podemos determinar pontos X e 
Y sobre os eixos x e y, respectivamente, e traçar as paralelas x’ e y’, assim a inter-
seção destas paralelas é o ponto P.

Usaremos a notação P(x,y) para denotar um ponto do plano. Os números x 
e y constituem as coordenadas de P e são chamados de abscissa e ordenada 
respectivamente. Dessa forma estabelecemos uma correspondência biunívoca 
entre os pontos do plano e o conjunto de pares ordenados de números reais 
(x,y). O que acabamos de construir é chamado de sistema de coordenadas.

Os eixos dividem o plano em quatro regiões, chamadas quadrantes. Veja a 
figura a seguir:
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Exemplo 1:
A geometria espacial nos diz que duas retas que se interceptam determinam 

um plano. Consideremos o plano definido pelo par de eixos perpendiculares x e 
y, conforme a figura a seguir:

Solução:

O Plano
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Pelo teorema de Pitágoras, a medida da hipotenusa é
e esse número é a distância de P a Q e usaremos a notação d(P,Q), isto é,

                              d(P,Q)= 

Atividade I:
1) Como são as coordenadas dos pontos que estão sobre o eixo x?
2) Como são as coordenadas dos pontos que estão sobre o eixo y?
3) A posição de um ponto P(x,y) em um plano xy estabelece o sinal de suas 

coordenadas. Complete o quadro abaixo:

Distância entre dois pontos
Sejam os pontos P(x1,y1) e Q(x2,y2) do plano, traçando-se a paralela por P ao 

eixo x e a paralela por Q ao eixo y obtemos o ponto de interseção R. Os pontos P, 
Q e R determinam um triângulo retângulo em R, cujas medidas são dos catetos 
são  |x1-x2 | e |y1-y2 | como na figura abaixo:
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Atividade II:

1) Dados dois pontos P(x1,0) e Q(x2,0), de modo que o segmento PQ seja para-
lelo ao eixo x, mostre que a distância de P até Q é dada por d(P,Q)= |x1-x2 |.

2) Dados dois pontos P(0,y1) e Q(0,y2) de modo que o segmento PQ seja para-
lelo ao eixo y, mostre que a distância de P até Q é dada por d(P,Q)= |y1-y2 |.

Exemplo 2:

Ponto médio de um segmento
Para determinar as coordenadas do ponto médio M de segmento AB cujas 

extremidades são A(a1,a2) e B(b1,b2) façamos o seguinte:

Pela definição de ponto médio temos que
d(A,M)=d(B,M) 
Supondo M(x,y); podemos escrever:

O Plano
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Elevando ao quadrado ambos os membros:
(a1-x)2 + (a2-y)2 = (b1-x)2+ (b2-y)2

 
Desenvolvendo e organizando
[a1

2 - b1
2 - 2x(a1 - b1)] + [a2

2 - b2
2 - 2y(a2 - b2)] = 0

 
Como x=(a1 + b1) / 2  e  y=(a2+b2) / 2  satisfazem a equação e, as coordenadas 

de um ponto são únicas, o ponto médio do segmento AB é:

Exemplo 3:

Quais são as coordenadas do ponto médio do segmento cujas extremidades 
são A(2,-4) e B(6,5)?

Solução:
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Exemplo 4:
Dado ponto P(-2,6),qual é o seu simétrico em relação ao eixo y? 

Solução:
Para encontrar o simétrico do ponto P em relação ao eixo y: trace a reta pa-

ralela x’ ao eixo x, passando pelo ponto P. Essa reta intercepta o eixo y no ponto 
M. O simétrico do ponto em relação ao eixo y é o ponto R tal que M é o ponto 
médio do segmento PR. 

Disso, sendo M(0,6) e supondo R(x,y),  M(0,6) = M ((x-2) / 2, (y+6) / 2) e pode-
mos fazer (x-2)/2=0 e (y+6)/2=6, obtendo x=2 e y=6. Assim, o simétrico do ponto 
P em relação ao eixo y é R(2,6).

O Plano
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Circunferência
Dado um ponto C de um plano e um número real positivo r, circunferência de 

centro C e raio r é o conjunto dos pontos do plano cuja distância ao ponto C é r.

Por definição, um ponto P pertence à circunferência de centro C e raio r, se, e 
somente se, d(P,C) = r.

Equação da Circunferência

Considere em um sistema de coordenadas um ponto C(x0,y0 ). Vamos encon-
trar uma equação para a circunferência de centro C(x0,y0 ) e raio r.

Um ponto P(x,y) pertence à circunferência de centro  C(x0,y0 ) e raio r, se so-
mente se, d(P,C)=r

ou
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Elevando ambos os membros ao quadrado, podemos escrever

(x-x0)2 + (y-y0)2=r2

e esta é denominada equação da circunferência de centro C(x0,y0 ) e raio r.
Desenvolvendo e organizando podemos escrever essa equação da seguinte 

forma:

 x2+y2 - 2x0 x - 2y0 y + (x0
2 + y0

2 - r2) = 0

Determine a equação da circunferência de centro C(3,-2) e raio 2

Solução:
Substituindo x0,y0  e r por 3,-2 e 2 respectivamente na equação
(x-x0)2 + (y-y0)2 = r2, obtemos:
(x-3)2 + [y-(-2)]2=22 
ou 
(x-3)2 + (y+2)2 = 4 
Desenvolvendo, temos x2 - 6x + y2 + 4y - 9 = 0

Exemplo 5:

Encontre uma equação da circunferência tangente aos eixos cujo raio é 4 e o 
centro se encontra no 2º quadrante.

Solução:
Com os dados informados obtemos o centro da circunferência C(-4,4) e o raio 

4. Observe a figura da circunferência, sua equação é:
[x - (-4)]2 + (y-4)2 = 42

Exemplo 6:

O Plano
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ou,
(x+4)2 + (y-4)2 = 42 

Determine o centro e o raio da circunferência x2 + y2 - 12x - 8y + 43 = 0. 
Solução:
Podemos escrever:
(x2 - 2.6x) + (y2 - 2.4x) + 43 = 0 
Completando quadrados
(x2 - 2.6x + 62) - 62 + (y2 - 2.4x + 42) - 42 + 43 = 0 
(x-6)2 + (y-4)2 = 9 
Identificando com a equação (x-x0)2 + (y-y0)2 =r2, obtemos as coordenadas do 

centro C(6,4) e raio 3.

Exemplo 7:

Retas no Plano
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Os pontos do plano que se encontram sobre uma reta vertical que intercep-
ta o eixo x em x0, possuem coordenadas do tipo (x0,y), note que a 1ª coordenada 
é fixa e igual a x0.

Veja a figura a seguir:

Na figura anterior observamos que os pontos do plano que se encontram 
sobre uma reta horizontal que intercepta o eixo y em y0 têm coordenadas do 
tipo  (x,y0),note que a 2ª coordenada é fixa igual a y0.

Sabemos que por um ponto A passam infinitas retas

O Plano
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e que por dois pontos A e B passa uma única reta.

A inclinação de uma reta no plano é o ângulo, no sentido anti-horário, que 
ela forma com o semi-eixo positivo. Veja a figura.

Mas para determinar a equação de uma reta no plano utilizaremos a tangente 
trigonométrica da inclinação e a denominaremos de declividade da reta ou coe-
ficiente angular da reta. Assim a reta r  da figura acima tem inclinação 45° e decli-
vidade mr=tg 45°=1 e a reta stem inclinação 120° e declividade ms=tg 120° -1,73.

Retas verticais não possuem declividade, pois tg 90° não existe com nú-
mero real.

Dados dois pontos distintos A(a1,a2) e B(b1,b2) sobre uma reta, vamos deter-
minar a sua declividade.
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Observe na anterior que os ângulos indicados são congruentes e assim a de-
clividade da reta pode ser determinada no triângulo ACB sendo:

tg θ=(Cateto Oposto)/(Cateto Adjacente)=(b2-a2) / (b1-a1)

A declividade de uma reta será indicada pela letra m, assim:

m=(b2-a2) / (b1-a1)

Você deve observar que o denominador b1-a1 é sempre diferente de zero, 
pois se a reta tem declividade ela não é vertical.

A declividade da reta que passa pelos pontos A(1,1) e B(3,3) é 1.

Solução:
Como a declividade da reta é  m=(b2-a2)/(b1-a1 ), temos:

m=(3-1)/(3-1)=2/2=1

Exemplo 8:

O Plano
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1) Mostre a seguinte proposição:
Duas retas são paralelas se, e somente se, possuem a mesma declividade. Ou 

seja, se mr é a declividade da reta r e ms é a declividade da reta s, então mr=ms .

Atividade III:

2) Mostre a seguinte proposição:
Duas retas são perpendiculares se, e somente se, a declividade de uma delas 

é o inverso simétrico da outra. Ou seja, se mr é a declividade da reta r e ms é a 
declividade da reta s, então  mr= -1/ ms .
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Equação de uma Reta
Se um ponto P(x,y) pertence a uma reta que passa por A(a1,a2) com declivida-

de m, podemos escrever:
m=(y-a2)/(x-a1 )
ou ainda

y -a2=m(x-a1)

que é denominada equação reduzida da reta.

A equação da reta que contém os pontos A(3,-1) e B(2,4) é: y+5x-14=0

Exemplo 9:

O Plano
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1) Mostre que a distância de um ponto P(x0,y0) a uma reta r, de equação 
ax+by=c é d(P,r)=|ax0+by0-c|/√(a2+b2 ).

Atividade IV:
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1) Dado o ponto P(2,-3), qual é o seu simétrico em relação ao eixo x?

2) Qual é o simétrico do ponto P(-2,-1) em relação à origem O(0,0)?

3) Quais são os vértices de um quadrado com centro na origem do sistema 
de coordenadas, se os lados são paralelos aos eixos coordenados medem 6?

4) Qual o perímetro do triângulo de vértices P(1,2), Q(3,4) e R(1,6)? Esse triân-
gulo é isósceles? Justifique.

5) Provar que o triângulo com vértices A(3,-6), B(8,-2) e C(-1,-1) é retângulo.

6) Achar um ponto com abscissa 4 cuja distância ao ponto P(-2,7) seja igual 
a 10.

7) Se um extremo de um segmento de reta for o ponto A(3,-4) e o ponto mé-
dio desse segmento é o ponto M(1,-3), achar as coordenadas do outro extremo.

8) Determinar uma equação da reta que passa pelo ponto P(6,2) e tem incli-
nação 135°.

9) Escrever uma equação da reta que passa pelo ponto A(1,-3) e tem declivi-
dade m=3.

10) Estabelecer uma equação da reta que passa pelos pontos A(3,5) e B(-3,2).

11) Determinar k  para que as retas 2x-4y=1 e 3x-ky=2 sejam:

a) paralelas;
b) perpendiculares.

12) Encontrar a equação da circunferência de centro em C(2,-1) e raio igual 
a 2.

13) Determinar a equação da circunferência de centro C(-4,6) que passa pelo 
ponto P(1,2).

Lista de Exercícios

O Plano
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Parábola2 Módulo

Considere, em um plano, um ponto F  e uma reta d que não contém F. Pará-
bola é o conjunto dos pontos de um plano que são equidistantes de F e d.

O ponto F é denominado foco e a reta d diretriz da parábola.
Nossa intenção é encontrar uma equação para a parábola e notamos que a 

definição envolve conceito de distância entre pontos e distância de um ponto a 
uma reta.

De acordo com a definição, um ponto F do plano pertence à parábola de 
foco F e diretriz d se, e somente se,

Indicando por Q o pé da perpendicular baixada de um ponto P do plano so-
bre a diretriz d, P pertence à parábola se, e somente se,
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A reta que passa pelo foco e é perpendicular à diretriz é chamada de eixo 
da parábola. O ponto de interseção da parábola com o seu eixo é o vértice da 
parábola, indicado pela letra V. Note que: d(F,V) = d(V,d)

Equação da Parábola
Vamos deduzir a equação da parábola em uma posição favorável aos cálcu-

los. Em um sistema de coordenadas, o eixo da parábola coincide com o eixo y, e 
o vértice da parábola coincide com a origem do sistema de coordenadas.

Desta forma, o foco é um ponto sobre o eixo y , digamos F(0,p). Com isso, a 
diretriz também fica determinada e é a reta x=-p , pois:

Se P(x,y) é um ponto qualquer da parábola, então, o ponto Q tem coordena-
das Q(x,-p).

Por definição:

elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo os quadrados 
perfeitos:

Parábola

d(F,V) = d(V,d) = | p |
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e essa é denominada equação da parábola de vértice na origem e eixo, 
coincidindo com o eixoy.

O sinal de p na equação                                  determina se a parábola tem con-
cavidade voltada para cima ou para baixo. Vejamos:

efetuando os cálculos, obtemos:
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como x2 é um número não negativo, a equação x2 = 4py indica que o mem-
bro direito também é um número não negativo, isto é, 4py é menor ou igual a 
zero. Para isso, y=0 ou p e y  devem ter o mesmo sinal.

Se p>0 , então y>0 e o ponto da parábola P(x,y) está no 1º ou no 2º quadran-
te do sistema de coordenadas. Dessa forma, a parábola tem concavidade para 
cima.

Se p<0 , então y<0 e o ponto da parábola P(x,y) está no 3º ou no 4º quadran-
te do sistema de coordenadas. Dessa forma, a parábola tem concavidade para 
baixo.

Exemplo 1
Encontre o foco, a equação da diretriz da parábola                           e faça um 

esboço.

Solução:
Vamos escrevê-la na forma x2 = 4py , assim:

identificamos nesta equação p = -4. Daí, o foco é F(0,4) e a diretriz y = 4  

Parábola
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Agora, vamos deduzir a equação da parábola cujo eixo coincide com o eixo   
e o vértice coincide com a origem do sistema de coordenada. 

O foco é um ponto sobre o eixo  x : F(p,0) e assim, a diretriz e a reta x = -p. Se 
P(x,y) é um ponto da parábola, então Q(-p,y) é pela definição de parábola:

elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo os quadrados 
perfeitos:
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efetuando os cálculos, temos:

que é denominada equação da parábola de vértice na origem e eixo coin-
cidindo com o eixo x.

Atividade I:
O sinal de p na equação y2 = 4px determina se a parábola tem concavidade 

voltada para a direita ou esquerda. Observe que se p > 0, então, a parábola tem 
concavidade para a direita. Se p < 0, então, a parábola tem concavidade para a 
esquerda

Exemplo 2:
Dada a equação y2 = 16x, podemos identificar p fazendo: y2 = 4.4.x, uma vez 

que a equação da parábola é y2 = 4px , obtemos p = 4 e disso, o foco é F(4,0) e a 
diretriz  x = -4

Parábola
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Translação de Eixos
Faremos uma translação de eixos para encontrar uma equação da parábola 

que possui eixo paralelo a um dos eixos coordenados. Veja a figura a seguir, na 
qual estão representados dois sistemas de coordenadas x0y e x101y1. Um ponto   
P do plano tem coordenadas P (x1y1)  no sistema x101y1,  mas também P(x,y)  no 
sistema x0y e disso, obtemos a relação:
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Agora, estamos preparados para encontrar a equação de uma parábola, cujo 
eixo é paralelo ao eixo y e o vértice V(x0,y0)  coincidindo com a origem 01 do novo 
sistema de coordenadas x101y1. 

Parábola
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Neste novo sistema de coordenadas x101y1 a parábola tem equação:
x1

2 = 4py1 e como x1 = x - x0  e  y1 = y - y0  temos que:

é a equação da parábola de vértice V(x0, y0)  e eixo paralelo ao eixo y.

Atividade II:
Deduza a equação da parábola de vértice V(x0, y0) e eixo paralelo ao eixo x.

Exemplo 3
Determine o foco e a diretriz da parábola x2 - 4x - 24y + 28 = 0 
Solução:
Primeiramente, vamos colocar a equação da parábola na forma
(x-x0)2 = 4p(y - y0). Note que o eixo da parábola é paralelo ao eixo y.

Dada
x2 - 4x - 24y + 28 = 0  

podemos escrever: 
x2 - 4x = 24y - 28  

completando quadrados:
(x2 - 4x + 4) - 4 = 24y - 24  
 

Efetuando os cálculos:
(x2 - 2)  = 24y - 24 
  

e daí,
(x - 2)2 = 24 (y-1)  
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Comparando com a equação (x - x0
2) = 4p (y - y0)  , obtemos x0

 = 2  e  y0
 = 1   

que determina o vértice da parábola V(2,1).
 Identificando p: 4p = 24, então, p = 6, o que nos leva a concluir que a parábola 

tem concavidade voltada para cima. Como d(F,V) = 6, temos que as coordenadas 
do foco são F(2,7). 

O valor de p também determina a diretriz d, pois se lembre que d(V,d) = |p|. 
Neste caso, d(V,d) = 6 e, assim, y = -5 é a equação da diretriz.
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1) Encontre a equação da parábola com foco F(0,-2) e com diretriz em y=2.
2) Qual é o valor de m para que a parábola y2=mx tenha foco no ponto F(6,0)?
3) Achar a equação de uma parábola de foco F(-7,0) e diretriz dada pela equa-

ção x - 7=0 
4) Achar a equação de uma parábola cujo vértice coincida com a origem do 

sistema de coordenadas, sabendo-se que a parábola está disposta simetrica-
mente ao eixo x  e passa pelo ponto A(9,6). 

5) A reta x-y+2=0 intercepta a parábola y2=8x ?
6) Achar a equação de uma reta tangente à parábola y2=8x e paralela à reta
2x+2y-3=0.  
7) Determine o foco, o vértice, a equação da diretriz e esboce as parábolas 

cujas equações são: x=(1/4)y2 e y= - (1/4)x2.
8) Deduza uma equação da parábola que contém o ponto P(1,4), sabendo 

que seu eixo é paralelo ao eixo y e que seu vértice é o ponto V(2,3).
9) Encontre as coordenadas do foco e a equação da diretriz da parábola 

x2+6x-12y+57=0.

Lista de Exercícios
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Módulo 3
Elipse

Considere em um plano dois pontos distintos fixos F1 e F2. Elipse é o conjun-
to de pontos do plano cuja soma das distâncias aos pontos F1 e F2 é constante. 

Os pontos F1 e F2 são os focos da elipse. 
Nossa intenção é encontrar uma equação para a elipse, notamos que a defi-

nição envolve apenas o conceito de distância entre pontos
De acordo com a definição, um ponto P do plano pertence à elipse de focos 

F1 e F2 se, e somente se,

d(P,F1 ) + d(P,F2) = constante

A fim de deduzirmos uma equação para a elipse, indicaremos a constante 
por 2a. Assim, P pertence a elipse se, e somente se:

 d(P,F1 ) + d(P,F2 )=2a

A distância entre os focos d(F1, F2  )=2c, denomina-se distância focal; o ponto 
médio do segmento F1 F2 é o centro da elipse, e será indicado pela letra C. 
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Em toda elipse, os pontos B2 , C, F2 determinam o triângulo retângulo de di-
mensões a, b, c, como na figura a seguir e, pelo teorema de Pitágoras, obtemos 
a seguinte relação: a2 = b2 + c2. Note que já conhecemos a e c. O valor de b fica 
assim determinado b2 = a2 - c2.

A elipse possui 4 vértices que são os pontos caracterizados a seguir:
A1 e A2 são pontos da elipse, tais que d(A1 ,C)=d(A2 ,C)=a.
 B1 e B2 são pontos da elipse, tais que d(B1 ,C)=d(B2 ,C)=b.

O eixo maior da elipse é o segmento A1 A2 cujo comprimento é 2a, e o eixo 
menor da elipse é o segmento B1 B2 cujo comprimento é 2b.

Excentridade
A excentricidade de uma elipse é o número real positivo e = c/a. Observe 

que como c < a temos que 0 < e < 1. Esse número está relacionado à forma da 
elipse; quanto mais próximo de zero for o valor de e, a forma da elipse se apro-
xima da forma de uma circunferência. Quanto mais achatada for a elipse, mais o 
valor de e se aproxima de 1. Observe:
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1) Fixado o valor de a, mostre que quanto mais a elipse se aproxima de uma 
circunferência, menor é a distância entre os focos. 

2) Fixado o valor de a, mostre que quanto mais achatada é a elipse, maior é 
a distância entre os focos.    

Atividade I:

A seguir, deduziremos uma equação da elipse em uma situação particular: o 
centro coincide com a origem do sistema e os focos estão sobre um eixo coorde-
nado. Temos dois casos a considerar:

Equação da Elipse

Focos sobre o eixo x Focos sobre o eixo y

Consideremos o caso em que os focos estão sobre o eixo x:
Como d(F1,F2) = 2c, suponhamos F1 (-c,0) e F2 (c,0). De acordo com a definição, 

um ponto P(x,y) pertence à elipse se, e somente se,

disso,

e podemos escrever:

elevando ambos os membros ao quadrados desenvolvendo os quadrados 
perfeitos:

Elipse
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efetuando os cálculos e explicitando o radical:

a2 [(x-c)2 + y2 ] = a4 - 2a2cx + c2x2 

desenvolvendo os quadrados perfeitos e efetuando os cálculos:

 a2x2 - 2a2cx + a2c2 + a2y2 = a4 - 2a2cx + c2x2

mas podemos escrever:

(a2 - c2)x2 + a2y = a2 (a2 - c2) 

pela relação encontrada em toda elipse, a2 + b2 = c2, podemos fazer
a2 - c2 = b2 e substituir acima:

b2x2 + a2y2 = a2b2 

e dividindo ambos os membros por a2b2, obtemos:

que é chamada equação da elipse de centro na origem e focos sobre o eixo x.

Observação:
Os vértices da elipse A1 e A2 pertencem ao eixo x e tem coordenadas A1 (-a,0) 

e A2 (a,0) e os vértices B1 e B2 pertencem ao eixo y e tem coordenadas B1 (0,-b) e 
B2 (0,b).
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Determine os focos, os vértices e a excentricidade da elipse de equação  

Exemplo 1

Os focos são F1 (-c,0) e F2 (c,0) onde c é determinado na relação a2 + b2 = c2. 
Comparando a equação     com a equação reduzida

notamos que a2 = 9 e b2 = 4, e disso: c2 = a2 - b2 = 9 - 4 = 5  e daí c=√5.

Logo os focos são F1 (-√5,0) e F2 (√5,0).
Para determinar os vértices, observamos que de a2=9 a medida do eixo maior 

A1 A2 é 2a=6 e os vértices são A1 (-3,0) e A2 (3,0). E ainda da equação 

temos que b2=4 o que implica b=2 e os vértices B1 (0,-2) e B2 (0,2). 
A excentricidade é e=(√5)/3.  Veja o esboço da elipse:

O segundo caso, centro coincidindo com a origem do sistema e focos sobre 
o eixo y, fica a seu cargo:
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Vamos representar dois sistemas de coordenadas: o sistema xOy e o sistema 
x1 O1 y1 de tal forma que a origem O1 do sistema x1 O1 y1 tem coordenadas (x0 ,y0) 
em relação ao sistema xOy e os eixos x1 e y1 são paralelos aos eixos x e y respecti-
vamente e mantém a direção. Veja a figura:

Translação de Eixos
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Um ponto qualquer P do plano tem coordenadas P(x,y) em relação ao sis-
tema xOy e coordenadas P(x1,y1) em relação ao sistema x1 O1 y1. Observamos as 
seguintes relações:

e  podemos escrever:

Seja o ponto P(3,-2) em relação ao sistema xOy. Realizando uma translação 
em que a origem é O1 (-1,3) as coordenadas de P em relação ao sistema x1 O1 y1  
são:

x1 = 3 - (-1) = 4 
y1 = -2 - 3 = -5 

Veja a figura a seguir:

Exemplo 2
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Levando em consideração o exposto acima, a equação da elipse com centro 
no ponto O1 (x0,y0) e eixo maior paralelo ao eixo x é  ; e como    
x1 = x - x0 e y1 = y - y0, temos:

que é a equação da elipse de centro C(x0 ,y0) e eixo maior paralelo ao eixo x.
Analogamente:

 é a equação da elipse de centro C(x0,y0) e eixo maior paralelo ao eixo y.
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Exemplo 3
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Exemplo 4
Encontrar os vértices da elipse  (Veja o exemplo 

anterior)

1) Encontrar  uma equação da elipse de focos  F1 (0,-1) e F2 (0,1) e eixo maior 4.

2) Determinar os focos, os vértices e esboce as elipses cujas equações são:

a)    b)                               c)    9x2+4y2=36

3) Calcular a distância focal de uma elipse cujo eixo maior mede 10 e cujo 
eixo menor mede 8.

4) A orbita da Terra é uma elipse e o sol ocupa um dos focos. Sabendo que 
o eixo maior tem 153.493.000 Km e que a excentricidade é de 0,0167, calcular a 
menor e maior distância da Terra ao sol.

5) Ache uma equação da elipse cujos focos se encontram sobre o eixo das 
abscissas, dispostos simetricamente em relação à origem do sistema de coorde-
nadas, e sabendo-se que: 

a) O seu eixo maior é 5  e o menor é 2;
b) O seu eixo menor é 24 e distância focal é 10.

6) Calcular a área do quadrilátero em que dois vértices coincidam com os 
focos da elipse x2 + 5y2 = 20 e os dois outros com as extremidades do eixo menor.

7) Achar os pontos de interseção da reta x + 2y - 7 = 0 e da elipse x2 + 4y2 = 25.

8) Obter a equação da elipse cujos vértices são A1 (1,-7) e A2 (1,3); B1 (-2,-2) e 
B2 (4,-2).

9) Determinar os focos da elipse  

10) Esboce a elipse 4x2 + 9y2 - 8x - 36y + 4 = 0

Lista de Exercícios
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Módulo 4
Hipérbole

Dados dois pontos distintos F1 e F2. Hipérbole é o conjunto dos pontos do 
plano tais que a diferença das distâncias, em módulo, aos pontos F1 e F2 é cons-
tante.

Seja a um número real tal que 
2a<d(F1,F2 ). Um ponto P do plano per-
tence à hipérbole se, e somente se,

|d(F1,P)-d( F2,P)| = 2a 

A hipérbole é uma curva constituída por dois ramos e, observando a figura 
anterior,  você pode notar o seguinte:

P pertence ao ramo da direita se d(F1,P)-d( F2 ,P)=2a.
P pertence ao ramo da esquerda se d(F1,P)-d( F2,P)=-2a.
Os pontos F1 e F2 são denominados focos da hipérbole e d(F1 ,F2 ) = 2c é a dis-

tância focal. A reta que contém os focos F1 e F2  intercepta a hipérbole em dois 
pontos, A1 e A2, que são denominados vértices da hipérbole. O segmento A1 A2 é 
o eixo real da hipérbole. 
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O ponto médio do segmento F1 F2 é o centro da hipérbole.

Considere os pontos B1 e B2 pertencentes a mediatriz do segmento F1 F2, tais 
que d(B1 ,C)=d(B2 ,C)=b, onde b é determinado pela relação c2=a2+b2. O segmento 
B1 B2  é o  eixo imaginário da hipérbole.

Equação da Hipérbole
Encontraremos uma equação para a hipérbole com centro na origem do sis-

tema de coordenadas e focos sobre o eixo x. Como d(F1 , F2 )=2c, então as coor-
denadas dos focos são F1 (-c,0) e F2 (c,0), e um ponto P(x,y) do plano pertence à 
hipérbole se, e somente se,  

|d(P, F1 )-d(P, F2 )| = 2a   
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Lembre-se que os focos são F1 (-c,0) e F2 (c,0), onde c pode ser determinado 
pela relação c2 = a2 + b2 = 16 + 9 = 25    c = 5. Então os focos são F1 (-5,0) e F2 (5,0). Os 
vértices são A1 (-4,0) e A2 (4,0).

Hipérbole

que é a equação da hipérbole de centro na origem e focos sobre o eixo x.

Exemplo 1
Encontre os focos e os vértices da hipérbole 

Solução:
Comparando a equação dada com a equação 

observamos que a2=16 e b2=9, disso a=4 e b=3.

.. .

c2 = a2 + b2
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1) Desenvolva:

Atividade

2) Mostre que uma equação para a hipérbole com centro na origem do siste-
ma de coordenadas e focos sobre o eixo y é:    



49

Assíntota da Hipérbole
Seja y=mx uma reta. Vamos determinar condições sobre a, b e m para que a 

reta y=mx intercepte a hipérbole    . Veja a figura a seguir:

Suponhamos P(x1, y1) seja um ponto de interseção da reta com a hipérbole. 
Temos que resolver o sistema:

Hipérbole

x1:
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Para que x1 tenha valor real, isto é, para que a reta intercepte a hipérbole, é 
necessário e suficiente que 

Ou seja 
m2 < (b2 / a2)
  

Sendo a e b números positivos, segue que:
(-b/a) < m < (b/a)

Portanto para que a reta y=mx intercepte a hipérbole (x2/a2) - (y2/b2) =1 sua 
declividade deve estar compreendida entre -b/a e b/a. As retas do tipo y=mx 
com declividade -b/a e b/a são chamadas assíntodas da hipérbole, isto é, as 
 assíntotas de uma hipérbole são as retas:

Veja a figura a seguir:
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Solução:
Comparando a equação dada com a equação x^2/a^2 -y^2, observamos 

que a2=16 e b2=9, disso a=4 e b=3.

Hipérbole

Exemplo 2

Encontre as assíntotas da hipérbole

As assíntodas são as retas y = (b/a) x e y = (-b/a) x
No nosso caso:
 y = (-3/4)x  e  y= (-3/4) x.

Atividade

Se os focos, da hipérbole com centro na origem, estão sobre o eixo y, diga-
mos F1 (0,-c) e F2 (0,c), um ponto P(x,y) pertence à hipérbole se, e somente se,

|d(P,F1 )-d(P,F2 )| = 2a 
Efetue as contas e obtenha a equação da hipérbole com centro na origem e 

focos sobre o eixo y:
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Mostre que as assíntotas da hipérbole, neste caso, são as retas:

Exemplo 3

Encontre os focos, os vértices e as assíntotas da hipérbole 

Solução:
Comparando a equação dada com a equação

observamos que a2 = 4 e b2 = 16, disso a=2 e b=4.
Neste caso, os focos são F1 (0,-c) e F2 (0,c) onde c é determinado na relação

Então os focos são F1 (0,-√20) e F2 (0,√20).
Os vértices são A1 (0,-2) e A2 (0,2).
As assíntotas são as retas

no nosso caso:
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Hipérbole

Lista de Exercícios
1) Ache uma equação da hipérbole de focos F1 (-3,0) e F2 (3,0) e vértices A1 

(-2,0) e A2 (2,0).

2) Determine os focos, os vértices, as equações das assíntotas e esboce as 
hipérboles cujas equações são:

3) Qual é a equação da hipérbole que tem o centro na origem do sistema de 
coordenadas, o eixo real sobre o eixo x, 2b = 6 e excentricidade de 5/4 ?

4) Hipérbole equilátera é aquela em que a=b, ou seja, a medida do eixo real 
é igual ao do eixo imaginário. Quais são as equações das assíntotas de uma hi-
pérbole equilátera

5) Ache a equação da hipérbole equilátera que passa pelo ponto P(4,-2), o 
centro coincide com a origem do sistema de coordenadas e os focos estão sobre 
o eixo x.

6) Uma hipérbole tem um de seus vértices em A(3,0) e as equações de suas 
assíntotas são 2x-3y=0 e 2x+3y=0. Determine uma equação da hipérbole.

7) Demonstre que a distância de um foco da hipérbole 
a sua assíntota é b.

8) Determine os pontos de interseção da reta 4x-3y-16=0 e da hipérbole

9) Ache os focos da hipérbole . Esboce essa hipér-
bole e suas assíntotas

10) Calcule as equações das assíntotas da hipérbole  y2 - x2 + 4y + 4x - 1 = 0.
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Vetores5 Módulo

Um segmento de reta orientado é determinado por um par de pontos orien-
tados, veja a figura a seguir

Uma abordagem geométrica

Chamamos de segmento nulo o segmento de reta orientado cuja ex-
tremidade coincide com a origem. Ao segmento nulo não associamos 
um sentido e nem uma direção e dizemos que seu comprimento é zero.!

O ponto inicial do segmento é a sua origem e o ponto final é a sua extremi-
dade. 

Para indicar um segmento de origem em A e extremidade em B usaremos a 
notação AB. Na figura anterior você pode observar os segmentos de reta orienta-
dos: AB, CD, e EF. Note que quando fixamos a origem A e a extremidade B de um 
segmento de reta orientado estamos estabelecendo um sentido de percurso da 
origem para a extremidade, uma direção, que é a direção da reta que passa por 
A e B, e também um comprimento.

Dois segmentos orientados AB e CD têm a mesma direção se a reta r deter-
minada pelos pontos A e B e a reta s determinada pelos pontos C e D são parale-
las ou coincidentes, veja as figuras a seguir.
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Quando dois segmentos de reta orientados têm a mesma direção podemos 
comparar os seus sentidos de percurso. Em uma das situações ilustradas a seguir, 
dizemos que AB e CD tem o mesmo sentido.

Já as situações ilustradas a seguir mostram segmentos de reta orientados AB 
e CD que possuem sentidos de percurso contrários.

Dado um segmento de reta orientado AB o segmento BA cuja origem é B e 
extremidade é A é denominado segmento oposto de AB. Você deve notar que 
AB e BA tem a mesma direção, sentidos de percursos opostos e o mesmo com-
primento.
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Segmentos Equipolentes e Vetores

Dizemos que dois segmentos de reta orientados AB e CD são equipolentes, se 
i) ou ambos são nulos
ii) ou nenhum é nulo, e têm mesma direção, mesmo sentido e mesmo com-

primento.
Usaremos a notação AB~CD para indicar que os segmentos de reta orienta-

dos AB e CD são equipolentes, e também podemos dizer que AB é equipolente 
a CD.

Um segmento de reta orientada AB não  é equipolente ao seu segmen-
to oposto BA, pois apesar de AB e BA possuírem mesma direção e mes-
mo comprimento eles tem sentidos contrários.!

Você pode concluir da definição que um segmento AB é equipolente a ele 
mesmo e indicamos por AB~AB. Essa é chamada propriedade reflexiva da equi-
polência.

Note também, que se AB é equipolente a CD e então CD é equipolente a AB 
caracterizando a propriedade simétrica da equipolência: Se AB~CD então CD~AB.

Decorre da definição que se AB é equipolente a CD e por sua vez CD é equi-
polente a EF, então AB é equipolente a EF. Podemos dizer assim: se AB e CD têm 
mesma direção, mesmo sentido e mesmo comprimento e por sua vez CD e EF tem 
mesma direção, mesmo sentido e mesmo comprimento, então AB e EF também 
têm mesma direção, mesmo sentido e mesmo comprimento. Essa é a proprieda-
de transitiva da equipolência: Se AB~CD e CD~EF, então AB~EF.

Fixado um segmento de reta orientado AB, o conjunto de todos os segmentos 
equipolentes a AB determina um vetor que será indicado por v ou AB. Podemos 
escrever:

v = {PQ/ PQ~AB}

onde PQ é segmento qualquer do conjunto. Veja a figura a seguir:



57

Você deve notar que quaisquer dois segmentos do conjunto v têm mesma 
direção, mesmo sentido e mesmo comprimento, diferem possivelmente, apenas 
pela sua localização, assim não vamos distingui-los. Dessa forma, da definição 
decorre que um vetor v é determinado por uma infinidade de segmentos de reta 
orientados e qualquer um desses segmentos determina o mesmo vetor. Pode-
mos então, escolher dentre essa infinidade de segmentos um representante do 
vetor v. A figura a seguir ilustra um vetor v determinado pelo segmento AB.

Vetores

Todos os segmentos têm mesma direção, mesmo sentido e mesmo com-
primento e podemos escolher, por exemplo, o segmento GH para representar o 
vetor v. O que deve ficar claro para você é que se tivéssemos escolhido outro 
segmento para representar o vetor v as características de direção, sentido e com-
primento seriam as mesmas do segmento AB. Desta forma, as características de 
um vetor v  são as mesmas de qualquer um de seus representantes.

NOTAÇÕES E TERMINOLOGIAS
1) Vetor nulo  é o vetor cujo representante é um segmento nulo e será indi-

cado por 0.
2) Dois vetores AB e CD são iguais se, e somente se, AB~CD.
3) O módulo ou comprimento de um vetor v é o comprimento de um de seus 

representantes e será denotado por  |v| ou |AB|
4) O oposto de um vetor  v = AB é o vetor BA que será indicado por -AB ou -v
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5) Dizemos que os vetores v = AB e u = CD são colineares ou paralelos se tive-
rem representantes AB e CD que têm a mesma direção. Indica-se por v  // u.

6) Se os representantes AB, CD e EF dos vetores v, u e w, respectivamente são 
pertencentes a um mesmo plano π, dizemos que os vetores v, u e w são coplana-
res.

Dois vetores v e u sempre são coplanares, para notar isso faça o seguinte, 
escolha representantes de v e u com a mesma origem. Os pontos O, P e Q deter-
minam um plano.
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Adição de Vetores

Considere os vetores v e u representados pelos segmentos de reta orientados 
tais que a extremidade de v coincide com a origem de u. Assim, podemos escre-
ver v = AB e u = BC.

A soma dos vetores v e u é o vetor e  v + u determinado pelo segmento de reta 
orientado AC:

Atividade I
Dados os vetores v e u descreva o procedimento que deve ser seguido para 

encontrar o vetor soma v + u.
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Propriedades da Adição

1) Comutativa: v + u = u + v

Note nas figuras anteriores que os vetores v + u e u + v possuem mesma dire-
ção, mesmo sentido e mesmo comprimento, e isso nos leva a concluir que
 v + u = u + v.

2) Associativa: (v + u) + w = v + (u + w). Acompanhe a evolução das figuras

(1) (2)

(3) (4)

(5) (6)

(7) (8)
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Observe nas figuras 4 e 8 que os vetores (v + u) + w e v + (u + w) tem mesma 
direção sentido e comprimento, o que nos permite escrever: 

(v + u) + w = v + (u + w).

3) Elemento neutro: 0

v + 0 = 0 + v = v.
Lembre-se que o vetor nulo 0 é representado pelo segmento nulo cuja ori-

gem e extremidade coincidem.

4) Elemento Oposto: Dado um vetor v, existe um vetor que somado a v tem 
como resultado o vetor nulo, esse vetor é o oposto de v indicado por - v:

v + (- v) = (- v) + v = 0.

Diferença de Vetores
A propriedade do elemento oposto nos sugere definir a diferença de dois ve-

tores v e u da seguinte forma:

v - u = v + (-u )

isto é, a diferença v - u é a soma dos vetores v e -u (oposto de u ). Veja a figura

Regra do Paralelogramo
Ao escolhermos representantes dos vetores v e u com origens coincidentes, 

digamos v = AB e u = AC, podemos construir um paralelogramo ABDC como na 
figura a seguir:

Vetores
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Você deve notar que o segmento de reta orientada BD também é um repre-
sentante do vetor u e que o segmento de reta orientado CD também é um repre-
sentante do vetor v. E disso, verificamos que o segmento de reta AD representa a 
soma v + u e o segmento CB representa a diferença v - u.

Multiplicação por um número real
Dado um número real m ≠ 0 e um vetor não nulo v, o vetor indicado por mv é 

denominado produto do número real m pelo vetor v e é tal que:
1) v e mv têm a mesma direção (v e mv são paralelos).
2) Se m > 0, então v e mv tem o mesmo sentido e se m < 0, então v e mv tem 

sentido contrário.
3) | mv | = | m | | v | (o módulo de mv é o módulo de m vezes o módulo do vetor 

v).

OBSERVAÇÃO
Se m = 0 ou v = 0, então mv = 0.

Propriedades da Multiplicação 
por um número real
Se v e u são vetores quaisquer que e m e n números reais.

1) m (nv) = (mn) v.
2) (m+n) v = mv + nv.
3) m(v + u ) = mv +mu.
4) 1v =v.
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Exemplo 1
Dados os vetores v, u e w representados pelos segmentos a seguir, construa 

o vetor 3u - v 

Solução:

Ângulo entre dois vetores
Considere os vetores não nulos v e u representados pelos segmentos AB e CD, 

respectivamente.

Podemos escolher representantes para u e v com origem no mesmo ponto.

O ângulo entre os vetores v e u é o ângulo θ formado pelas semi-retas OC e 
OD e tal que 0 ≤ θ ≤ π.
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Exemplo 2
Dados os vetores v, u e w representados pelos segmentos a seguir, construa 

o vetor 3u - v 

Atividade II

Observação: Se θ = π/2, dizemos que os vetores v e u são ortogonais e indica-
mos v   u. O vetor nulo é considerado ortogonal a qualquer vetor.

Sendo θ o ângulo entre os vetores v e u, ilustre cada uma das situações abaixo:
1) Se θ=0, então v e u têm a mesma direção e sentidos contrários.
2) Se θ=0, então v e u têm mesma direção e mesmo sentido.
3) O ângulo formado pelos vetores v e -u é o suplemento do ângulo entre os 

vetores v e u.

O Espaço Tridimensional
Considere três eixos orientados x,y e z perpendiculares entre si que se inter-

ceptam na origem O como mostra a figura abaixo:
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Tomemos sobre os eixos x,y e z unidades iguais e o sentido positivo como na 
figura anterior.

Dois eixos que se interceptam determinam um plano. Note que os eixos x,y e 
z definem três planos, coordenados. Veja as três situações a seguir.

1) Plano xz perpendicular ao eixo y.

2) Plano yz perpendicular ao eixo x.
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3) Plano xy perpendicular o eixo z.

Os pontos P do espaço estão em correspondência biunívoca com as ternas 
ordenadas de números reais (x,y,z). Para estabelecer essa correspondência veja a 
seguinte construção:

Atividade III
Dada uma terna ordenada de números reais (x0,y0,z0)  determine geometrica-

mente o ponto P do espaço que está em correspondência com essa terna. 
Para representar um ponto no espaço seguiremos um procedimento análogo 

ao feito no plano, porém com um passo a mais. Considere a terna ordenada de 
números reais (x0,y0,z0), vamos descrever o procedimento que mostra que essa 
terna corresponde a um ponto no espaço tridimensional. Para isso, considere um 
sistema de coordenadas tridimensional e podemos fazer o seguinte:

1º) Marque sobre o eixo x o valor x0.  Trace a reta y1 paralela ao eixo y e pas-
sando por x0. 

O ponto sobre o eixo x em correspondência com o número real x0 é P1 (x0,0,0).
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2º) Agora, sobre o eixo y marque o valor y0, com isso conseguimos o ponto P2 
( 0, y0, 0).  Passando por P2, trace a reta x1 paralela ao eixo x.

Vetores

Note que as retas x1 e y1 se interceptam em um ponto P3 e, esse ponto tem co-
ordenadas (x0,y0,0). Os pontos OP1 P3 P2 determinam um paralelogramo no plano 
xy.

3º) Pelo ponto P3 trace a paralela z1 ao eixo z e, também, a diagonal 〖OP〖_3 
do paralelogramo OP1 P3 P2
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4º) Sobre o eixo z marque o valor z0 determinando assim o ponto P4 (0, 0, z0) 
sobre o eixo z. Passando por P4  ,trace a paralela z2 à diagonal OP3:

As retas z1 e z2 se interceptam no ponto P(x0 , y0 , z0).

Para estabelecer a correspondência biunívoca a construção que acabamos 
de fazer deve ser feita no sentido inverso, isto é, dado um ponto P do espaço te-
mos que determinar a terna ordenada de números reais que o representa. Tente 
fazer!

Usaremos a notação P(x,y,z) para denotar um ponto do espaço tridi-
mensional. Os números x, y e z constituem as coordenadas de P e são 
chamados de abscissa, ordenada  e cota, respectivamente. Dessa for-
ma estabelecemos uma correspondência biunívoca entre os pontos do 
espaço tridimensional e o conjunto de ternas ordenados de números 
reais (x,y,z). O que acabamos de construir é chamado de sistema de co-
ordenadas espaciais.!
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Exemplo 3
Na figura a seguir estão representados no espaço tridimensional os vértices 

de um paralelepípedo de dimensões: altura 4, largura 3 e profundidade 2, cujo 
um dos vértices coincide com a origem do sistema de coordenadas.

Observações:
V2 (2,0,0) está sobre o eixo x; V3 (2,5,0) está no plano xy; V4 (0,5,0) está no eixo y;
V5 (0,5,4) está no plano yz; V6 (0,0,4) está no eixo z; V7 (2,0,4) está no plano xz.

Vetores

Vetores no Plano
Cada par ordenado de números reais (x, y) está em correspondência com um 

ponto P do plano. À par (x, y) podemos fazer corresponder um vetor no plano  
com origem em O e extremidade em P: OP. Veja a figura:
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Então podemos definir: um vetor no plano é um par ordenado de números 
reais (x, y) e usaremos a notação v para indicar um vetor no plano. Os números 
reais x e y são as componentes do vetor v.

Adição de Vetores
Sejam v = (a1, b1) e u = (a2, b2) vetores no plano. Como segue a soma de v e u  

é o vetor  v + u, onde

Exemplo 4
Dados os vetores v = (1,3) e u = (2,1) determine v + u. Faça um esboço e veri-

fique a regra do paralelogramo.

Solução:
Por definição v + u = (1+2,3+1) = (3,4)
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Exemplo 5
Dados os vetores v = (-1,2) e u = (3,4) determine v - u, faça um esboço e verifi-

que a regra do paralelogramo.

Solução:
Por definição 
v - u = v + (-u )
v - u = (-1,2)+(-3,-4) 
v - u = (-4,-2). 

Os segmentos de reta BA e OC são equipolentes e qualquer um deles repre-
senta o vetor v - u.

Escolheremos OC para representar v - u.

Multiplicação por um número real
Dado um vetor v = (a1, b1) e um número real m, definimos a multiplicação do 

vetor v pelo número real m como segue:
mv = (ma1, mb1) 

Exemplo 6
Considere o vetor v = (3,-2) determine e esboce os vetores 2v e -3v.
Solução:
2v = (2.3,2.(-2)) = (6,-4) e
-3v = (-3.3,-3.(-2)) = (-9,6).

Vetores
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Note que os vetores v e 2v são colineares assim como v e -3v.

Propriedades da Adição
Sejam v = (a1, b1),  u = (a2, b2) e w = (a3, b3) vetores quaisquer no plano:

1) Comutativa: v + u = u + v
Demonstração:
v + u = (a1, b1 ) + (a2, b2) 
v + u = (a1 + a2, b1 + b2) .
Como cada coordenada é um número real e sabemos que o conjunto dos 

números reais goza da propriedade comutativa podemos escrever:
v + u = (a2 + a1, b2 + b1) 
v + u = (a2, b2 ) + (a1, b1) 
v + u = u + v.

2) Associativa: v + (u + w) = (v + u) + w
Demonstração:
v + (u + w) = (a1, b1 ) + ((a2, b2 ) + (a3, b3 )) = (a1, b1) + (a2+ a3, b2 + b3 ) =
= (a1 + (a2 + a3), b1 + (b2 + b3))
Como cada coordenada é um número real e sabemos que o conjunto dos 

números reais goza da propriedade associativa podemos escrever:
v + (u + w) = (a1 + (a2 + a3), b1 + (b2 + b3 )) = ((a1 + a2) + a3, (b1 + b2) + b3) = 
= (a1 + a2, b1 + b2 ) + (a3, b3) = ((a1, b1) + (a2, b2)) + (a3, b3)) = (v + u) + w.

3) Vetor Nulo: existe 0 =(0,0) (vetor nulo), tal que v + 0 = v.
Faça a demonstração como atividade.

4) Elemento Oposto: Dado um vetor v = (a1, b1), existe um vetor que somado 
a v tem como resultado o vetor nulo, esse vetor é o oposto de v indicado por - v  
= (-a1, -b1):

v + (- v) = (- v) + v = 0 .

Faça a demonstração como atividade.
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Propriedades da Multiplicação 
por um número real
Sejam v = (a1, b1),  u = (a2, b2) vetores quaisquer do plano e m e n números 

reais:
1) Distributiva em relação à soma de vetores: m (v + u) = mv + mu.
Demonstração:
m (v + u) = m(a1 + a2, b1 + b2) 
                 =( m(a1 + a2 ), m(b1 + b2 )) 
                   =(ma1 + ma2, mb1 + mb2)
                   =(ma1, mb1 )+(ma2, mb2)
                   =mv + mu.

2) Distributiva em relação à soma de escalares: (m+n) v = mv + nv  
Demonstração:
(m+n) v = ((m+n) a1, (m+n) a2) 
                   = (ma + na1, ma2 + na2) 
                   = m(a1, a2 ) + n(a1, a2 ) 

                   = mv + nv 

3) m(n( v)) = (mn)v 
Faça a demonstração como atividade.

4) 1.v = v
Faça a demonstração como atividade.

Componentes de um vetor 
determinado por dois pontos
Sejam A (x1, y1) e B (x2, y2) pontos do plano. O segmento orientado AB determi-

na um vetor v cujas coordenadas são (x2 - x1, y2 - y1).
Observando a figura a seguir, 
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Exemplo 7
Dados os pontos A(2,3) e B(4,1) encontre as coordenadas do vetor v = AB e 

faça um esboço:

Solução:

v = AB 
v = B - A 
v = (4-2,1-3) 
v = (2,-2) 
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Cada terna ordenada de números reais (x,y,z) está em correspondência com 
um ponto P do espaço. À terna (x,y,z) podemos fazer corresponder um vetor no 
espaço  com origem em O e extremidade em P: (OP).

Veja a figura a seguir:

Vetores no Espaço

Isso nos permite definir vetor no espaço como segue:
Um vetor no espaço é uma terna ordenada de números reais (x,y,z) e usare-

mos a notação v para indicar um vetor no espaço. Os números reais x,y e z são as 
componentes do vetor v.

Sejam v = (a1, b1, c1) e u = (a2, b2, c2) vetores no espaço e m um número real.

Operações

Adição

Multiplicação por um número real
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Exemplo 8
Dados os vetores v = (2,3,4) e u = (1,2,0) no espaço, pela definição temos que:
v + u = (2+1,2+3,4+0) 
v + u = (3,5,4).
Veja a representação na figura a seguir:

Valem as propriedades:

1) Comutativa: v + u = u + v
2) Associativa: (v + u) + w = v + (u + w). 
3) Elemento neutro: 0
v + 0 = 0 + v = v .
Lembre-se que o vetor nulo 0 é representado pelo segmento nulo cuja 

origem e extremidade coincidem.
4) Elemento Oposto: Dado um vetor v, existe um vetor que somado a v 

tem como resultado o vetor nulo, esse vetor é o oposto de v indicado por - v:
v + (- v) = (- v) + v = 0.

Propriedades da Adição

A propriedade do elemento oposto nos sugere definir a diferença de dois ve-
tores v e u da seguinte forma:

v - u = v + (-u)  

Isto é, a diferença v - u é a soma dos vetores v e -u (oposto de u).

Diferença de Vetores
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A propriedade do elemento oposto nos sugere definir a diferença de dois ve-
tores v e u da seguinte forma:

v - u = v + (-u)  

Isto é, a diferença v - u é a soma dos vetores v e -u (oposto de u).

Diferença de Vetores

Se v e u são vetores quaisquer que e m e n números reais.
1) Associativa: m (nv) = (mn) v.
2) Distributiva em relação à soma de números reais: (m+n) v = mv + nv.
3) Distributiva em relação à soma de vetores: m(v + u) = mv + mu.
4) Identidade: 1v = v.

Propriedades da Multiplicação
por um número real

Exemplo 9

Atividade IV

Sejam A(x1, y1, z1) e B (x2, y2, z2 ) pontos do espaço. O segmento orientado AB 
determina um vetor v cujas coordenadas são:

Componentes de um vetor
determinado por dois pontos
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Atividade IV

Verifique que os pontos A(2,-1,3), B(6,1,0) e C(-6,-5,9) são colineares.

Observação:
Estamos usando a notação v para indicar vetores no plano ou no espaço.
O que os diferem:
Em termos de coordenadas, o que difere um vetor no plano de um vetor no 

espaço é a quantidade de coordenadas, no plano v = (a1, b1) duas coordenadas. 
No espaço v = (a1, b1,c1), três coordenadas.
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1) Dados os vetores v e u represente graficamente os vetores 2v  e -3u e 2v - 3u.

Lista de Exercícios

2) Se o ângulo entre os vetores v e u é v e π/3. Qual é o ângulo entre os vetores 
3v e -3u.

3) Dados os vetores no espaço v = (2,4) e u = (-1,3), determine e esboce os 
vetores:

a) -v
b) 3u - v
c) v - u
d) 2u + 3v.

4) Dados os pontos A(3,-2) e B(-4,1).

a) Determinar o vetor AB.
b) Determinar o ponto C tal que AC = 1/2 AB. (Note que C é o ponto médio do 

segmento AB).

5) Dados os vetores v = (0,-3) e u = (2,4), determinar um vetor w tal que
 2(v + w) -3 (u - 2v) - w = 0.

6) Dados os pontos A(2,-1), B(3,6) e C(3,4) do plano determine os vetores:

a)  AB   b) BC   c) AB - BC   d) AC

7) Represente graficamente os pontos O(0,0,0), P(2,3,2), Q(2,0,-4), R(0,-3,0),    
S(-1,-3,-4), T(0,0,5), U(-1,0,2) no sistema de coordenadas tridimensional.

8) Descreva e represente graficamente os seguintes conjuntos de pontos do 
espaço:

S1={(x,y,z)|z=0}  S_2={(x,y,z)|z=2} 
S2={(x,y,z)|x=z=0} 
S3={(x,y,z)|x=1 e z=2}.

9) Considere os vetores v = (3,1,-3) e u = (2,0,6). Determine o vetor w tal que 
2w - 3(v + u) = 3(w - v) + u.

10) Dados os pontos A(3,-1,2) e B(4,-2,5) determine o ponto P tal que AP =2AB

11) Verifique se os pontos A(5,1,-3), B(7,2,-2) e C(3,0,-4) são colineares.
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Produto Escalar6 Módulo

Exemplo 1

Você pode imaginar que o produto escalar é uma máquina que usa vetores 
como matéria prima e produz um número real:
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Exemplo 2

Produto Escalar
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Exemplo 3

4)
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Atividade

Exemplo 4
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Atividade

o que nos dá uma relação entre o produto escalar de dois vetores e o ângulo 
por eles formado.
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Exemplo 6

Exemplo 7
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Faça uma pesquisa sobre a projeção de um vetor sobre outro.

Atividade

Lista de Exercícios
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Produto Vetorial7 Módulo

Dados os vetores v = (a1, b1, c1) e u = (a2, b2, c2) o produto vetorial de v por u é 
o vetor w = (b1 c2 - c1 b2, a2 c1 - a1 c2, a1 b2 - a2 b1). O vetor w é indicado por v × u e se 
lê “v vetorial u”.

Podemos escrever o vetor v × u como segue:
v × u = (b1 c2 - b2 c1 ) i + (a2 c1 - a1 c2 )  j + (a1 b2 - a2 b1 ) k 
e podemos expressá-lo na forma de um determinante:

Então, uma forma de memorizar a fórmula do produto vetorial v × u é calcular 
o determinante

como se fosse um determinante sobre o conjunto dos números reais.

Exemplo 1
Sejam v = (3,2,-1) e u = (-1,3,4) vetores, calcule v × u:

Solução:

Propriedades do Produto Vetorial
Estudaremos algumas propriedades do produto vetorial.
Sejam v = (a1 ,b1 ,c1) e u = (a2 ,b2 ,c2) vetores e m um número real.

1) v × v = 0, qualquer que seja o vetor v. (O produto vetorial de um vetor por 
ele mesmo sempre é igual ao vetor nulo)

Demonstração:
Se v = (a1 ,b1 ,c1), então pela definição do produto vetorial
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Atividade I
Mostre que v × (u  × w) ≠ (v × u) × w (O produto vetorial não é associativo)

Produto Vetorial
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Exemplo 2
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Atividade II
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Aplicação do Módulo do Produto Vetorial

Sejam v e u vetores não nulos. Se escrevermos v = AB e u = AC é fácil notar que 
esses vetores determinam um paralelogramo ABDC, veja a figura a seguir:

Vamos mostrar que o módulo do produto vetorial dos vetores v e u é igual a 
área do paralelogramo ABDC.

Na anterior, observamos que a medida da base do paralelogramo ABDC é o 
módulo do vetor v indicado por | v |. Também se θ é o ângulo entre os vetores v 
e u, veja a figura a seguir, a altura do paralelogramo ABDC é h = | u | senθ. Então, 
indicando a área do paralelogramo por Ap segue que:

Ap = (base)∙(altura)

Ap = | v | | u | senθ 

Exemplo 3
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O exemplo anterior ilustra uma situação favorável ao cálculo da área do pa-
ralelogramo usando as dimensões da base e a altura. Mas nem sempre a posição 
dos vetores no espaço que determinam o paralelogramo é favorável ao cálculo 
da área dessa forma. Veja o seguinte exemplo:

Produto Vetorial

Exemplo 4

Produto Misto

Já aprendemos que para vetores u e w  no espaço, o  produto vetorial 
u × w  ainda é um vetor no espaço. E também, já sabemos que o produto escalar 
de dois vetores é um número real. Agora, faremos o produto escalar de um vetor 
v por u × w, obtendo-se um número real

que será representado por (v , u , w) e é denominado o PRODUTO MISTO dos 
vetores v, u e w tomados nesta ordem:
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Propriedades do Produto Misto

Uma propriedade muito importante do produto misto é a seguinte:
1) (v , u ,w ) = 0 se um dos vetores é nulo, se dois deles são colineares, ou se os 

três são coplanares. 
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Exemplo 5

Exemplo 6

Aplicação do Módulo do Produto Misto

Uma aplicação interessante do módulo do produto misto é o cálculo do volu-
me de um paralelepípedo.

Três vetores não nulos v , u e w determinam um paralelepípedo. Escrevendo 
 v = AD , u = AB e w = AC. Observe a figura:
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Exemplo 7

Lista de Exercícios

Produto Vetorial
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Módulo 8
Retas

Equações da Reta no Espaço

Agora que você já estudou vetores no espaço vamos associá-los à equações 
de retas no espaço. Nós dizemos que um vetor é paralelo a uma reta quando a 
reta que o contém é paralela a essa reta. Observe a figura 1:

Figura 1. Vetor v paralelo à reta r.

Uma reta no espaço coordenado está determinada por dois pontos distintos 
P e Q desta reta. Tomemos o vetor v com origem na origem O do sistema de co-
ordenadas e paralelo ao vetor PQ contido na reta. Observemos que o vetor v é 
paralelo à reta, dessa forma associamos à reta uma direção dada pelo vetor v  E 
Também a essa reta associamos um ponto P sobre ela.

Figura 2

Agora, fixado um vetor não nulo v e um ponto R fora da reta que contém v, 
existe uma única reta passando por R que é paralela ao vetor v .

Dessa forma, uma reta fica determinada por um ponto sobre ela e um vetor 
paralelo a ela e reciprocamente, um vetor não nulo (v ≠ 0) e um ponto fora da reta 
que contém o vetor determina uma única reta.
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Vamos deduzir uma equação analítica para uma reta no espaço utilizando a 
notação de vetores.

Tomemos um ponto P sobre a reta e um vetor não nulo v paralelo à reta. Um 
outro ponto Q no espaço pertence a essa reta, então os vetores PQ e v são pa-
ralelos, e pela condição de paralelismo de dois vetores, já estudada, existe um 
número real t tal que:

A equação deduzida acima é denominada EQUAÇÃO VETORIAL DA RETA.

O vetor  v paralelo à reta é denominado vetor diretor da reta

Observe que a cada valor real atribuído a t obtemos um ponto da reta, e 
quando t varia de menos infinito (-∞) a mais infinito(+∞) descrevemos todos os 
pontos da reta.

Exemplo 1
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a) Fazendo t=0 na equação vetorial encontrada, (x-1,y-2,z)=(0,0,0), obtemos 
x=1,  y=2 e z=0, ou seja, obtemos o ponto P da reta r.

b) Ao atribuir um valor real a t obtemos um ponto da reta r. Por exemplo, para 
t=3:

(x-1,y-2,z)=3(2,3,3),
ou seja,
(x-1,y-2,z)=t(6,9,9)
e daí
x=7,  y=11 e z=9
Obtemos o ponto Q(7,11,9) sobre a reta r.

c) Por outro lado, dado um ponto R (x0, y0, z0) no espaço podemos determinar 
se ele pertence ou não à reta r. Por exemplo, o ponto R (4,1,3) pertence à reta r?

Temos que verificar se existe ou não um número real t tal que:
(4-1,1-2,3) = t(1,3,3), que é o mesmo que 
(3,1,3) = (t,3t,3t), isto é

Como para satisfazer as três equações anteriores t não assume um único va-
lor, então o ponto R (4,1,3) não pertence à reta r.

Agora, vamos estabelecer mais um tipo de equações para a reta. Lembre-se 
que a equação vetorial da reta é: PQ = tv ,

onde P é um ponto sobre a reta e v é um vetor paralelo à reta. Em termos de 
coordenadas, fazendo P (x0, y0, z0), Q (x,y,z) e v=(a,b,c) podemos fazer:
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Nota: t é denominado parâmetro da reta

Exemplo 2
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Figura 4.

Nesse exemplo, poderíamos ter escolhido o ponto Q(-2,3,5) sobre a reta e as 
equações paramétricas seriam:

Um pouco mais...
A reta do exemplo 2 com equações paramétrica  
é paralela ao plano coordenado xz. Por quê?  

As equações acima são diferentes, mas descrevem a mesma reta. Atribuindo 
o mesmo valor de t em ambas as retas, encontramos pontos diferentes sobre a 
mesma reta. Por exemplo, quando t=2 obtemos o ponto R(-5,3,5) nas equações 
(I) e o ponto S(-8,3,11) nas equações (II). Mas ambos os pontos R e S pertencem 
à reta.

Mostre que o ponto R pertence à reta cujas equações paramétricas são:

Retas
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Duas retas no espaço podem ser paralelas, concorrentes ou reversas: 

RETAS PARALELAS
Sejam r e s retas no espaço com vetores diretores v1 e v2, respectivamente. As 

retas r e s são paralelas se, e somente se, os seus vetores diretores são paralelos. 
Veja a figura:

Figura 8

Exemplo 3
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As retas acima são concorrentes.
Primeiramente, observemos que o vetor diretor da reta r, v1=(-2,1,-3) não é 

paralelo ao vetor diretor da reta r2, v2=(-2,3,6), garantindo assim que as retas não 
são paralelas.

O sistema

RETAS CONCORRENTES
Duas retas são concorrentes no espaço, r1 e r2, são concorrentes se elas se 

interceptam em um ponto.

Exemplo 4

tem solução x=1, y=5 e z=2. O ponto P=(1,5,2) pertence as duas retas, garan-
tindo assim que elas são concorrentes.

RETAS REVERSAS
Duas retas r1 e r2 que não são paralelas ou concorrentes são reversas.
Exemplo:

As retas acima são reversas.
Primeiramente, observemos que as retas não são paralelas, pois os vetores 

diretores v1=(2,-5,-2) e v2=(4,2,-5) das retas r1 e r2 respectivamente, não são para-
lelos.
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O sistema

não possui solução, indicando assim, que as retas não são concorrentes.

Quando duas retas no espaço são ortogonais? 

Lista de Exercícios

1) Escreva as equações paramétricas da reta definida pelos pontos A(1,-3,-4) 
e B(3,5,-2)

2) Escreva as equações paramétricas da reta que contém o ponto A(1,-3,-4) e 
é paralela ao vetor v=(3,-1,4)

3) Escreva as equações paramétricas da reta que contém o ponto A(2,-1,3) e é 
paralela a reta cujas equações paramétricas são

4) Encontrar as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto A(1,-3,2) 
e tem vetor diretor v=(4,-2,5).

5) Dada a reta

a) citar um vetor diretor da reta r.
b) Encontrar o ponto da reta r cuja abscissa é 3.
c) O ponto P(1,-2,3) pertence a reta r? Justifique.

6) Achar as equações paramétricas da reta que passa pelos pontos A(2,-1,4) 
e B(3,2,-1).

7) Determinar a equação da reta que passa pelo ponto A(2,1,-3) e é paralela 
à reta 
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8) Justifiqueque as retas abaixo são paralelas

9) Defina o valor de m para que as retas abaixo sejam ortogonais.

Retas
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Planos no Espaço9 Módulo

Seja π um plano. Suponha que n = (a,b,c) é um vetor normal ao plano π, isto é , 
n é perpendicular a todo vetor paralelo ao plano π,  e, também, seja P(x0, y0, z0) um 
ponto do plano π. A condição necessária e suficiente para que um ponto P(x,y,z) 
do espaço esteja nesse plano é que n seja ortogonal ao vetor P0P. Veja a figura:

Mas, já sabemos que ao dizer que os vetores n e P0 P são ortogonais significa 
que o produto escalar entre eles é nulo.

Fazendo n = (a,b,c) e P0 (x0, y0, z0) e P(x,y,z), então n ∙ P0 P = 0 nos permite escre-
ver:

(a,b,c)∙(x - x0,y - y0, z - z0)=0
ou ainda

que é chamada equação cartesiana do plano π.
Na equação cartesiana do plano 
a(x - x0) + b(y - y0) + c (z - z0 ) = 0,
podemos efetuar os cálculos e obter
ax + by + cz - ax0 - by0 - cy0 = 0
e escrevendo - ax0 - by0 - cy0 = d, obtemos

que é denominada equação geral do plano π.
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Exemplo 3

Obtenha uma equação geral do plano π que passa pelo ponto P0 (1,-3,2) e tem
n = (2,4,-5) como vetor normal.

Solução:
Para encontrar uma equação do plano precisamos conhecer um vetor normal 

ao plano e um ponto do plano:

A equação deduzida anteriormente é
a(x - x0) + b(y - y0) + c(z - z0) = 0
vamos substituir as coordenadas do ponto A e do vetor normal n: 
2(x - 1) + 4[y - (-3)] + (-5) (z - 2) = 0,
podemos ainda, efetuar os cálculos e obter:
2x + 4y - 5z + 20 = 0
que é a equação solicitada.

Atividade I

Encontre uma equação para o plano que passa pelo ponto P0 (1,-3,2) e é nor-
mal ao vetor i = (1,0,0). Esboce esse plano.

Encontre uma equação para o plano que passa pelo ponto P0 (1,-3,2) e é nor-
mal ao vetor j = (0,1,0). Esboce esse plano.

Encontre uma equação para o plano que passa pelo ponto P0 (1,-3,2) e é nor-
mal ao vetor k = (0,0,1). Esboce esse plano.

Observação:
Se n = (a,b,c) é um vetor normal a π, então qualquer vetor tn, t≠0 é também 

normal ao plano π. Basta que você observe que n e tn têm a mesma direção:

Planos no Espaço
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Se você substituir o vetor normal n normal ao plano por tn obtemos a mesma 
equação para o plano. Veja o exemplo 2 a seguir.

Exemplo 2

Encontre a equação geral do plano π que passa pelo ponto A(1,-3,2) e tem 
m = (6,12,-15) como um vetor normal. (leia o exemplo1 desta aula e note que 

m = 3n).

Solução:
Como m = (6,12,-15) é normal a π, temos a equação:
6(x-1) + 12 [y - (-3)] + (-15)(z-2)=0,
e efetuando os cálculos:
6x + 12y - 15z + 60 = 0 
podemos escrever
2x + 4y - 5z + 20 = 0     
que é a mesma equação obtida no exemplo 1.

Observação:
Seja  π um palno cuja equação é ax + by + cz + d = 0. É importante notar que 

os coeficientes a,b e c das variáveis, x,y e z, respectivamente, representam as com-
ponentes de um vetor normal ao plano.

Exemplo 3

Cite um vetor normal ao plano 5x - 3y + 2z - 4 = 0  

Solução:
Os coeficientes das variáveis, x,y e z são 5,-3 e 2 respectivamente, assim um 

vetor normal ao plano é n = (5,-3,2).

Um pouco mais...
Se você trocar o ponto P0, por onde o plano passa, por outro 

ponto A do mesmo plano, os valores a,b,c e d da equação se alteram?

Obtenha uma equação geral do plano π que passa pelo ponto P0 (-1,-2,2) e 
tem  n = (2,4,-5) como vetor normal. (Compare com o exemplo 1)

Atividade II
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Trabalhando com a Equação

Para obter pontos de um plano que tem equação 
ax + by + cz + d = 0 ,
basta atribuir valores arbitrários a duas variáveis e calcular o valor da outra na 

equação dada.
 No EXEMPLO 1 encontramos a equação geral 2x+4y-5z+20=0 para o plano 

que tem vetor normal n=(2,4,-5) e passa pelo ponto A(1,-3,2). Para  determinarmos 
outro ponto deste plano, vamos fazer x=4 e y=3 na equação anterior e teremos:

 2∙4+4∙3-5z+20=0
 8+12-5z+20=0 
-5z=-40
 z=8  
e, portanto, o ponto P(4,3,8) pertence ao plano.
Para determinar se um ponto do espaço pertence ao plano, basta substituir 

suas coordenadas x,y e z na equação e verificar se ela é satisfeita. Por exemplo, o 
ponto R(1,-3,2) pertence ao plano 2x+4y-5z+20=0, pois

2∙1+4∙(-3)-5∙(2)+20=0.
Já o ponto S(3,2,-1) não pertence ao plano, pois
2∙3+4∙(2)-5∙(-1)+20=6+8+5+20=39≠0.

Atividade III

Existem várias formas de se determinar um plano, vejamos algumas:
1) Três pontos não colineares determinam um plano;
2) Duas retas paralelas determinam um plano;
3) Duas retas concorrentes determinam um plano.

Lembre-se que para encontrar uma equação de um plano precisamos conhe-
cer um vetor normal ao plano e um ponto do plano, para cada um dos casos cita-
dos anteriormente, diga como você encontra um vetor normal ao plano.
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Lista de Exercícios

1) Encontre a equação do plano que passa pelo ponto A(2, -1, 3) e tem vetor 
normal n = (3,4,5).

2) Cite um vetor normal e dois pontos do plano 3x-y+4z-6=0.

3) Dado o plano 2x-4y-3z+4=0. Encontrar:
a) O ponto do plano cuja abscissa é 3 e ordenada é -5.
b) O ponto do plano cuja ordenada é -1 e cota é 4.
c) O valor de m para que o ponto P(n,2n,3n) pertença ao plano.

4) Achar a equação do plano que passa pelos pontos A(3,-1,2), B(1,0,4) e C(2,-
2,1).

5) Determinar a equação do plano que passa pelo ponto A(1,-3,2) e é paralelo 
ao plano 2x-3y+z-5=0.

6) Justifique a seguinte afirmação:
Os planos 2x+y-2z-1=0 e 4x+2y-4z-4=0 são paralelos.

8) Achar a equação do plano que passa pelo ponto A(1,-3,2) e é perpendicular 
à reta 

9) Determinar o ponto de interseção da reta

10) Encontrar as equações paramétricas da interseção do dois planos 2x-
-y+3z-5=0 e 3x+y-2z-1=0.

11) A reta está contida no plano 2x+3y-4z-5=0?
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Módulo 1
Ângulos

0
Ângulo Entre Duas Retas
Sejam r e s retas com vetores diretores vr e vs, respectivamente. O ângulo entre 

as retas r e s é o menor ângulo entre um vetor diretor de r e um vetor diretor de s. 

Sendo θ este ângulo observamos que 0≤θ≤π/2 e disso cos θ é um número 
maior ou igual a zero e podemos escrever

Exemplo 1

Calcular o ângulo entre as retas 

Um vetor diretor da reta r é vr=(2,-1,-1) e um vetor diretor da reta s é
 vs=(-1,-1,2). Calculando os seus módulos:
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Observação:

Observe que as retas r e s são ortogonais se, e somente se, vr  ∙ vs = 0.

Exemplo 2
Mostre que as retas abaixo são ortogonais.

Solução:

Um vetor diretor de r é vr=(-2,1,1)
Um vetor diretor de s é vs=(1,-2,4)
Calculando o produto escalar de vr por vs:
 vr  ∙ vs = -2 -2 + 4 = 0,
 logo as retas r e s são ortogonais.
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Exemplo 3
Mostre que as retas abaixo não são ortogonais.

Solução:

Um vetor diretor de r é vr=(3,-2,-1)
Um vetor diretor de s é vs=(3,-4,1)
Calculando o produto escalar de vr por vs:
vr  ∙ vs = 9+8-1=16≠0,
logo as retas r e s não são ortogonais.
 

Dadas duas retas r e s não paralelas com vetores diretores vs e  vr, respecti-
vamente, uma reta p simultaneamente ortogonal a r e s tem a direção do vetor 
vr  × vs.

e a reta fica determinada quando conhecemos um de seus pontos.

Exemplo 4
Encontre as equações da reta p que passa pelo ponto A(1,-3,4) e é ortogonal 

às retas:
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Solução:

Um vetor diretor de r é vr=(3,-1,2)
Um vetor diretor de s é vs=(1,3,0)
Calculando o produto vetorial de vr por vs:

Um vetor diretor da reta p é vr × vs=(-6,2,10). Para escrever as equações para-
métricas de p:

Ângulo Entre Dois Planos
Sejam π1 e π2 planos com vetores normais n1 e n2, respectivamente. O ângulo 

entre os planos π1 e π2 é o menor ângulo que um vetor normal a π1 forma com um 
vetor normal a π2.
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Sendo θ este ângulo observamos que 0≤θ≤π/2. Disso cos θ é um número 
maior ou igual a zero e podemos escrever

Exemplo 5
Determinar o ângulo entre os planos 
π1:x+z+5=0 
π2:-x+y-2z-3=0 

Solução:
Um vetor normal ao plano π1 é n1=(1,0,1)
Um vetor normal ao plano π2 é n2=(-1,1,-2).
Calculando os módulos de n1 e n2: 

Dois planos π1 e π2 com vetores normais n1 e n2 respectivamente, são perpen-
diculares se, e somente se, os seus vetores normais são ortogonais, isto é, n1 ∙ n2=0.
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Exemplo 6
Os planos 
π1:2x-y+z+7=0  e 
π2:x+y-z-2=0 
são perpendiculares.

Solução:
Um vetor normal ao plano π1 é n1=(2,-1,1)
Um vetor normal ao plano π2 é n2=(1,1,-1).
Calculando
n1 ∙ n2 = (2,-1,1) ∙ (1,1,-1) = 2 - 1 - 1= 0
Como n1 ∙ n2 = 0 os planos são perpendiculares.

Atividade I
Nesta aula, você aprendeu a calcular o ângulo entre duas retas e o ângulo 

entre dois planos. Agora, faça uma pesquisa sobre ângulo entre uma reta e um 
plano.

Lista de Exercícios
1) Determinar o ângulo entre as retas:

2) Qual o valor de m para que as retas abaixo sejam ortogonais?

3) Qual o valor de m para que seja de 30º o ângulo entre a reta

e a reta determinada pelos 
pontos A(-1,0,1) e B( 0,n,3).
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4) Encontrar as equações paramétricas da reta que passa por A(2,-1,3)  
e é simultaneamente ortogonal às retas

5) Qual o valor de m para que os planos π1=2x+3y-z+4=0 e π2=mx-6y+2z+3=0  
sejam paralelos?

6) Determinar o ângulo entre os planos
a) π1=2x-4y-2z+2=0   e   π2=2x-y-z+5=0  
b) π1=x-y+3=0   e   π2=2x-y-z+4=0  

7) Qual o valor de m para que os planos π1=mx+2y-6z+4=0  e  π2=2x+6my+4z+4=0  
sejam perpendiculares?

8) Determinar o valor de m para que o ângulo entre os planos π1=2x+ny+4z-3=0  
e π2=4x+5y+3z+1=0 seja de 30º.
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Distâncias no Espaço 
Tridimensional

Módulo11

Distância Entre Dois Pontos
Dados dois pontos P(x1, y1, z1) e Q(x2, y2, z2) a distância entre P e Q é o módulo 

do vetor PQ, isto é,

Sabemos que PQ = Q - P = (x2 - x1, y2 - y1, z2 - z1) , e disso

, e portanto

Exemplo 1

2
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Distância de um Ponto a uma Reta
Seja P(x1, y1, z1) um ponto qualquer do espaço e r uma reta definida por um 

ponto A(x0, y0, z0) e um vetor diretor v=(a1, b1, c1). Os vetores AP e v determinam 
um paralelogramo:

a altura desse paralelogramo é a distância do ponto P à reta r, d(P,r).
Chamando a área do paralelogramo de AP sabemos que

Podemos determinar a área do paralelogramo usando o módulo do produto 
vetorial

então podemos escrever

e disso

ou seja:

Distâncias no Espaço Tridimensional
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em que A é um ponto da reta r e v é um vetor diretor da reta r.

Observação:

Se P      r, então d(P,r)=0.

Calcule a distância do ponto P(3,-2,4) à reta

Solução:

Primeiramente vamos determinar um ponto da reta r, fazendo, por exemplo, 
t=0. Obtemos:

A(2,1,0).
Um vetor diretor da reta r pode ser obtido observando-se os coeficientes de t 

nas equações paramétricas de r:
v = (-3,2,-1)
pela fórmula

temos

Distância entre duas retas
Já sabemos que duas retas r e s no espaço tridimensional podem ser:

1) Concorrentes
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2) Paralelas

3) Reversas

Se as retas r e s são concorrentes então a distância entre elas é nula e escre-
vemos d(r,s)=0.

Retas Paralelas
Se as retas r e s são paralelas a distância entre elas é a distância de um ponto 

qualquer P de uma delas à outra reta, observe
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Disso, 
d(s,r)=d(P,r),P         r  
ou d(r,s)=d(Q,s),Q       r.
Mas já sabemos calcular a distância de um ponto a uma reta.

Calcule a distância entre as retas 

Atividade I
Calcule d(r,s)=d(Q,r), Q        s.
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Retas Reversas
Sejam r e s retas reversas. Sejam P(x1, y1, z1) um ponto de r e vr=(a1, b1, c1) um 

vetor diretor de r e sejam Q(x2, y2, z2) um ponto de s e vs = (a2, b2, c2) um vetor diretor 
de s. Os vetores vr, vs e PQ determinam um paralelepípedo. Veja a figura a seguir.

Observe que a reta r pertence ao plano da base do paralelepípedo e a reta s é 
paralela a essa base, pois tem a direção do vetor vs.

Note que a base do paralelepípedo é o paralelogramo determinado pelos ve-
tores  vr e vs e a altura desse paralelepípedo é a distância entre as retas r e s.

Sabemos que o volume Vp do paralelepípedo é
 Vp = (área da base) × altura

podemos determinar Vp usando o módulo do produto misto:

Distâncias no Espaço Tridimensional
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Exemplo 4
Calcular as distâncias entre as retas

Solução:
Um vetor diretor de r é vr=(1,0,2) e um vetor diretor de s é vs=(1,1,1). Como  1/1 

≠ 0/1  as retas não são paralelas. Um ponto da reta r é P(0,3,0) e um ponto da reta 
s é Q(0,0,0). Calculando o produto misto de vr, vs e PQ:

as retas são reversas.
Vamos calcular a distância entre as retas reversas r e s:

Distância de um ponto a um plano
Sejam P (x1, y1, z1) um ponto do espaço e π:ax + by + cz + d = 0 um plano.
Trace por P uma perpendicular ao plano π que a intercepta no ponto Q. Veja 

a figura a seguir:
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Note que o vetor normal ao plano π e o vetor QP possuem a mesma direção. 
A distância d do ponto P ao plano π é 

Seja A(x0, y0, z0) um ponto qualquer do plano π e observe que o vetor QP é a 
projeção do vetor AP na direção do vetor n. Veja a figura a seguir.

Distâncias no Espaço Tridimensional
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Exemplo 5

Distância de uma reta a um plano
Só podemos falar da distância de uma reta a um plano somente quando a 

reta é paralela ao plano. Você sabe por quê?
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Seja r uma reta paralela a um plano π, a distância d da reta ao plano é a dis-
tância de qualquer ponto da reta ao plano. Já sabemos calcular a distância de um 
ponto a um plano. Então, se P é um ponto de r, temos

Exemplo 6

Distâncias no Espaço Tridimensional
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Distância entre dois planos
Só faz sentido falar de distância entre dois planos quando esses planos são 

paralelos.
Sejam π1 e π2 planos paralelos,  a distância d entre os planos é a distância entre 

um ponto qualquer de um dos planos ao outro plano:

Como já sabemos calcular a distância de um ponto P a um plano π segue

ou

Atividade
Calcular a distância entre os planos  π1:6x-y+4z-2=0  e  π2:x-3z+4=0.
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Lista de Exercícios

1) Calcular a distância entre os pontos P(-1,3,4) e Q(3,-2,-1). 

2) Encontrar no eixo das abscissas, um ponto equidistante de P(3,2,1) e 
C(2,1,1).

3) Calcular a distância do ponto P(-3,2,1) à reta

4) Calcular a distância entre as retas r:(x-2,y+3,z-1)=t(1,-2,4)  e  

5) Calcular a distância entre as retas 

6) Qual é a distância da origem O(0,0,0) à reta 

7) Calcular a distância do ponto P(3,-1,4) ao plano π:2x+y-3z+1=0.

8) Calcular a distância da reta ao plano

9) Qual é a distância da origem O(0,0,0) ao plano π:3x+2y-z+4=0

10) Calcular a distância entre os planos π1:2x+y-3z+1=0 e  π2:4x+2y-6z+5=0.

Distâncias no Espaço Tridimensional
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Superfícies Quádricas

Módulo12
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Exemplo 1

Superfícies Quádricas
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Exemplo 2

Superfícies Quádricas
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Exemplo 3

Superfícies Quádricas
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Exemplo 4
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Superfícies Quádricas
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Exemplo 5
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Superfícies Quádricas
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Exemplo 6
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Superfícies Quádricas
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Atividade I

Exemplo 7
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Atividade II

Exemplo 8

Superfícies Quádricas
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Exemplo 9
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Superfície Esférica

Exemplo 10

Superfícies Quádricas
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Atividade III



149
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