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Prefacio

Este texto foi idealizado para servir de referéncia na disciplina de Geometria
Analitica do Curso de Licenciatura em Matematica - Modalidade a Distancia — da
Universidade Federal de Vicosa. Em funcao disto ele é basicamente um guia no
que se refere aos conceitos basicos da Geometria Analitica, que sdo fundamen-
tais na compreensao de teorias mais avancadas nas disciplinas de Calculo Dife-
rencial e Integral.

O trabalho de confeccao do material foi bastante arduo, pois considerou as
caracteristicas de construcao de um curso que é oferecido a distancia, mas que
preserva a qualidade do curso presencial ofertado pela UFV.

O material aqui desenvolvido terd, na UFV, o suporte e a complementacdo
de outras midias disponibilizadas na plataforma de interacao PVANet, que é um
ambiente virtual de aprendizagem. Além do PVANet, a disciplina contard com
todos os elementos que esta modalidade de ensino exige: tutores presenciais e
a distancia; coordenadores de polos; professores coordenadores de disciplinas;
coordenador de tutores; comissao coordenadora de curso etc.

A producao do material contou com o importante apoio da equipe de tuto-
res do Curso e vale a pena deixar registrado o agradecimento a Braulia Apareci-
da de Almeida Perézio, Frederico Ventura Batista, Isaque Viza de Souza e Marcos
Barros.

Especificamente sobre o texto produzido, dividimos os conceitos em modu-
los, que representam, de certa maneira, as semanas de aula da disciplina. Come-
¢amos o material explorando a ideia primdria da Geometria Analitica plana, que
consiste em estabelecer uma correspondéncia entre pontos do plano e pares
ordenados de nimeros reais, tornando possivel uma correspondéncia entre cur-
vas do plano e equacdes de duas varidveis. Assim transferimos uma investigacdo
geométrica para outra investigacao algébrica correspondente. Passamos pelo
estudo de parabolas, elipses, hipérboles, retas, vetores, propriedades dos veto-
res etc, e finalizamos o texto abordando o conceito de Geometria Analitica no
espaco.
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O Plano

Nosso estudo comeca pela idéia de que os pontos de uma reta orientada
estao em correspondéncia biunivoca com os nimeros reais. Um eixo é uma reta
orientada na qual fixamos um ponto O e o referimos a ele como origem do eixo:

(@]

Y

Para determinar a correspondéncia biunivoca dos pontos deste eixo com os
numeros reais, colocaremos o ponto O do eixo em correspondéncia com o nu-
mero real zero. Fixando uma unidade de medida, associamos a cada ponto X do
eixo a um numero real x tal que a distancia de X a O é |x|, e de tal forma que se
X estd a direita de O, entao x é positivo e se X estd a esquerda de O, entdo x é
negativo.

Y

Il

Denotando a distancia entre o pontos O e X do eixo por d(O,X), observe que:

B O A
2

O ponto A do eixo esta a direita de O e em correspondéncia com o numero
real positivo 2 de tal forma que d(O,A)=2. O ponto B do eixo esta a esquerda de O
e em correspondéncia com o numero real negativo -3 de tal forma que:

d(0,B) = |-3|=3.

Coordenadas no Plano

A geometria espacial nos diz que duas retas que se interceptam determinam
um plano. Consideremos o plano definido pelo par de eixos perpendiculares x e
y, conforme a figura a seguir:
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Note que as origens dos dois eixos x e y coincidem. Tomemos a unidade OX
igual QY e seja P um ponto qualquer do plano. Tracando-se a Unica reta paralela
x"ao eixo x, passando pelo ponto P notamos que x'intercepta o eixo y no ponto
Y,.Tracando-se a Unica reta paralela y’ao eixo y, passando pelo ponto P notamos
que y'intercepta o eixo x no ponto X.. Veja a seguir:

A
____1.“‘],_ ________ S

Ll

we | =

Seja x o numero real correspondente ao ponto X, do eixo x e y o nimero real
correspondente ao ponto Y, do eixo y. O que notamos € que os numeros x e y
determinam univocamente, o ponto P.

Observe que dados os numeros reais x e y, podemos determinar pontos X e
Y sobre 0s eixos x e y, respectivamente, e tragar as paralelas x’ e y; assim a inter-
secao destas paralelas é o ponto P.

Usaremos a notagdo P(x,y) para denotar um ponto do plano. Os numeros x
e y constituem as coordenadas de P e sdo chamados de abscissa e ordenada
respectivamente. Dessa forma estabelecemos uma correspondéncia biunivoca
entre os pontos do plano e o conjunto de pares ordenados de numeros reais
(x,y). O que acabamos de construir é chamado de sistema de coordenadas.

Os eixos dividem o plano em quatro regides, chamadas quadrantes. Veja a
figura a sequir:

c-ad
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2* QUADRANTE 1* QUADRANTE

3 QUADRANTE 4° QUADRANTE

Exemplo 1:

A geometria espacial nos diz que duas retas que se interceptam determinam
um plano. Consideremos o plano definido pelo par de eixos perpendiculares x e
y, conforme a figura a seguir:

Solucéo: ¥

ZHE

B — = — = = = = = =
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Atividade I:

1) Como sao as coordenadas dos pontos que estao sobre o eixo x?
2) Como sao as coordenadas dos pontos que estao sobre o eixo y?

3) A posicao de um ponto P(x,y) em um plano xy estabelece o sinal de suas

coordenadas. Complete o quadro abaixo:

1° Quadrante 2° Quadrante 3° Quadrante 4° Quadrante
Abscissa Positiva Negativa Dositiva
Ordenada Positiva Negativa

Distancia entre dois pontos

Sejam os pontos P(x,,y,) e Q(x,,y,) do plano, tracando-se a paralela por P ao
eixo x e a paralela por Q ao eixo y obtemos o ponto de intersecao R. Os pontos P,
Q e R determinam um triangulo retangulo em R, cujas medidas sdo dos catetos
séo |x -x, | e|y,-y, | como na figura abaixo:

Pelo teorema de Pitdgoras, a medida da hipotenusa é |/(x; —x,)% + (¥, — 3,)?
e esse numero é a distancia de P a Q e usaremos a notacao d(P,Q), isto &,

dPQ= f(xy,— x,)7 + (3, — 12)%

c-ad
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Atividade Il:

1) Dados dois pontos P(x,,0) e Q(x,,0), de modo que o segmento PQ seja para-
lelo ao eixo x, mostre que a distancia de P até Q é dada por d(P.Q)= |x,x, |.

2) Dados dois pontos P(0,y,) e Q(0,y,) de modo que o segmento PQ seja para-
lelo ao eixo y, mostre que a distancia de P até Q é dada por d(PQ)=y,-y, |-

Exemplo 2:

Calcule a distancia entre os pontos 4(2,—1) e B(—3,4).

Solucao:

d(4,B) = /[2— (-3)]>+ [(-1) — 4]°
d(A,B) = V52 +52 =+/50=52,

Ponto médio de um segmento

Para determinar as coordenadas do ponto médio M de segmento AB cujas
extremidades sao A(a,,a,) e B(b,,b,) facamos o seguinte:

=l e e

Pela definicdo de ponto médio temos que
d(A,M)=d(B,M)
Supondo M(x,y); podemos escrever:

\/(‘-’11_sz+ (az—y)* = \/(bl —x)% + (b, — y)?




Geometria Analitica

Elevando ao quadrado ambos os membros:
@)+ (@,7y)*= (b,-x)*+ (b,-y)*

Desenvolvendo e organizando
[a,>-b,*-2x(a,- b))l +[a,>- b,*>- 2y(a,-b )] =0

Comox=(a,+b,)/2 e y=(a,+b,) /2 satisfazem a equacao e, as coordenadas
de um ponto sdo Unicas, o ponto médio do segmento AB é:

a1+by az+b;
M (22, |
2 2

Exemplo 3:

Quiais sao as coordenadas do ponto médio do segmento cujas extremidades
sao A(2,-4) e B(6,5)?
Solucao:

M (4, 1/2)

B = = e = o e e = = = = =

-

a7}
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g ay+by az+b;
Como o ponto médioé M (T’—

M(?,“‘;S ), dai

M(47).

), temos:

Exemplo 4:

Dado ponto P(-2,6),qual é o seu simétrico em relagao ao eixo y?

Solucao:

Para encontrar o simétrico do ponto P em relacao ao eixo y: trace a reta pa-
ralela x’ ao eixo x, passando pelo ponto P. Essa reta intercepta o eixo y no ponto
M. O simétrico do ponto em relacdo ao eixo y é o ponto R tal que M é o ponto
médio do segmento PR.

Disso, sendo M(0,6) e supondo R(x,y), M(0,6) = M ((x-2) / 2, (y+6) / 2) e pode-
mos fazer (x-2)/2=0 e (y+6)/2=6, obtendo x=2 e y=6. Assim, o simétrico do ponto
P em relacao ao eixo y é R(2,6).
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Circunferéncia

Dado um ponto C de um plano e um numero real positivo r, circunferéncia de
centro C e raio r é o conjunto dos pontos do plano cuja distancia ao ponto Cér.

Por definicao, um ponto P pertence a circunferéncia de centro Ceraior, se, e
somente se, d(PC) =r.

Equacao da Circunferéncia

Considere em um sistema de coordenadas um ponto C(xy, ). Vamos encon-
trar uma equacao para a circunferéncia de centro C(xy,) eraio .

-~

{1y

Pix, y)

Um ponto P(x,y) pertence a circunferéncia de centro C(xy, ) e raio r, se so-
mente se, d(P.C)=r
ou

VE—x) + 0 —yo) =7
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Elevando ambos os membros ao quadrado, podemos escrever

(x-x,)*+ (y-y,)=r

e esta é denominada equacao da circunferéncia de centro C(xy,) e raior.
Desenvolvendo e organizando podemos escrever essa equacao da seguinte
forma:

X+y?-2x x-2y y+(x?+y-r?)=0

Exemplo 5:

Determine a equacao da circunferéncia de centro C(3,-2) e raio 2

Solucao:

Substituindo x,y, e r por 3,-2 e 2 respectivamente na equagao
(x-x,)*+ (y-y,)*= r?, obtemos:

(x-3)*+ [y-(-2)]*=2*

ou

(x-3)2+ (y+2)*=4

Desenvolvendo, temos x*- 6x + y’+ 4y -9 =0

ol

1Y

Exemplo 6:

Encontre uma equacao da circunferéncia tangente aos eixos cujoraioé 4 e o
centro se encontra no 2° quadrante.

Solucdo:

Com os dados informados obtemos o centro da circunferéncia C(-4,4) e o raio
4. Observe a figura da circunferéncia, sua equacao é:

x- (-4 + (y-4)° =4
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ou,
(X+4)2 + (y-4)2= 42

Exemplo 7:

Determine o centro e o raio da circunferéncia x*+ y?- 12x - 8y + 43 = 0.

Solucao:

Podemos escrever:

(x?-2.6x) + (y*-2.4x) +43 =0

Completando quadrados

(X?-2.6x +67) - 62+ (y?-24x +4?) -4+ 43 =0

(x-6)*+ (y-4)*=9

Identificando com a equagao (x-x)*+ (y-y,)*=r? obtemos as coordenadas do
centro C(6,4) e raio 3.

Retas no Plano

$ P (X ¥)

c-ad
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Os pontos do plano que se encontram sobre uma reta vertical que intercep-
ta o eixo x em x, possuem coordenadas do tipo (x,y), note que a 12 coordenada
é fixa eigual a x;.

Veja a figura a seguir:

Na figura anterior observamos que os pontos do plano que se encontram
sobre uma reta horizontal que intercepta o eixo y em y, tém coordenadas do
tipo (x,y,),note que a 22 coordenada é fixaigual ay,.

Sabemos que por um ponto A passam infinitas retas
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e que por dois pontos A e B passa uma Unica reta.

A inclinacao de uma reta no plano é o angulo, no sentido anti-horario, que
ela forma com o semi-eixo positivo. Veja a figura.

1200

Mas para determinar a equacao de uma reta no plano utilizaremos a tangente
trigonométrica da inclinacao e a denominaremos de declividade da reta ou coe-
ficiente angular da reta. Assim a retar da figura acima tem inclinacao 45° e decli-
vidade m =tg 45°=1 e a reta stem inclinagdo 120° e declividade m =tg 120°-1,73.

Retas verticais nao possuem declividade, pois tg 90° nao existe com nu-
mero real.

Dados dois pontos distintos A(a,,a,) e B(b,,b,) sobre uma reta, vamos deter-
minar a sua declividade.
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Observe na anterior que os angulos indicados sdo congruentes e assim a de-
clividade da reta pode ser determinada no triangulo ACB sendo:

tg 6=(Cateto Oposto)/(Cateto Adjacente)=(b,-a,) / (b.-a,)

A declividade de uma reta serd indicada pela letra m, assim:

m=(b_-a,)/(b,-a )

Vocé deve observar que o denominador b -a, é sempre diferente de zero,
pois se a reta tem declividade ela ndo é vertical.

Exemplo 8:
A declividade da reta que passa pelos pontos A(1,1) e B(3,3) é 1.

Solucao:
Como a declividade da reta ¢ m=(b_-a,)/(b,-a, ), temos:

m=(3-1)/(3-1)=2/2=1
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Atividade Il

1) Mostre a seguinte proposicao:
Duas retas sao paralelas se, e somente se, possuem a mesma declividade. Ou
seja, se m_¢é a declividade daretare m_é a declividade da reta s, entdo m =m_.

i

2) Mostre a seguinte proposicao:

Duas retas sao perpendiculares se, e somente se, a declividade de uma delas
€ o inverso simétrico da outra. Ou seja, se m ¢ a declividade daretarem_éa
declividade dareta s, entao m=-1/m_.

-

¥

AN
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Equacao de uma Reta

Se um ponto P(x,y) pertence a uma reta que passa por A(a,,a,) com declivida-
de m, podemos escrever:

m=(y-a,)/(x-a, )

ou ainda

y-a,=m(x-a,)

que é denominada equacao reduzida da reta.

Exemplo 9:

A equacdo da reta que contém os pontos A(3,-1) e B(2,4) é: y+5x-14=0

Solucdo:

_ (-1
—4—?.{:{—2}

ou
v—4=-5(x—2)
ou ainda,

y4+5x—14=10
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Atividade IV:

1) Mostre que a distancia de um ponto P(x,y,) a uma reta r, de equagdo

ax+by=c é q(p,+) = %
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Lista de Exercicios

1) Dado o ponto P(2,-3), qual é o seu simétrico em relagdo ao eixo x?
2) Qual é o simétrico do ponto P(-2,-1) em relagao a origem O(0,0)?

3) Quiais sdo os vértices de um quadrado com centro na origem do sistema
de coordenadas, se os lados sdo paralelos aos eixos coordenados medem 6?

4) Qual o perimetro do triangulo de vértices P(1,2), Q(3,4) e R(1,6)? Esse trian-
gulo é isésceles? Justifique.

5) Provar que o triangulo com vértices A(3,-6), B(8,-2) e C(-1,-1) é retangulo.

6) Achar um ponto com abscissa 4 cuja distancia ao ponto P(-2,7) seja igual
alo0.

7) Se um extremo de um segmento de reta for o ponto A(3,-4) e o ponto mé-
dio desse segmento é o ponto M(1,-3), achar as coordenadas do outro extremo.

8) Determinar uma equacao da reta que passa pelo ponto P(6,2) e tem incli-
nacgao 135°.

9) Escrever uma equacdo da reta que passa pelo ponto A(1,-3) e tem declivi-
dade m=3.

10) Estabelecer uma equacao da reta que passa pelos pontos A(3,5) e B(-3,2).

11) Determinar k para que as retas 2x-4y=1 e 3x-ky=2 sejam:

a) paralelas;
b) perpendiculares.

12) Encontrar a equacao da circunferéncia de centro em C(2,-1) e raio igual
a2

13) Determinar a equacao da circunferéncia de centro C(-4,6) que passa pelo
ponto P(1,2).
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Parabola

Considere, em um plano, um ponto F e uma reta d que nao contém F. Para-
bola é o conjunto dos pontos de um plano que sao equidistantes de Fe d.

D
]

O ponto F é denominado foco e a reta d diretriz da parabola.

Nossa intencdo é encontrar uma equacdo para a parabola e notamos que a
definicdo envolve conceito de distancia entre pontos e distancia de um ponto a
uma reta.

De acordo com a definicao, um ponto F do plano pertence a pardbola de
foco F e diretriz d se, e somente se,

d{(P,F)=d(P,d)

Indicando por Q o pé da perpendicular baixada de um ponto P do plano so-
bre a diretrizd, P pertence a parabola se, e somente se, d{(P,F)} = d(P, Q)
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A reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz é chamada de eixo
da parabola. O ponto de intersecao da pardbola com o seu eixo é o vértice da
parabola, indicado pela letra V. Note que: d(F,V) = d(V,d)

Equacao da Parabola

Vamos deduzir a equacgdo da parabola em uma posicao favordvel aos calcu-
los. Em um sistema de coordenadas, o eixo da parabola coincide com o eixo y, e
0 vértice da parabola coincide com a origem do sistema de coordenadas.

P(x, y)

] d
Q (x,-p) P

Desta forma, o foco é um ponto sobre o eixo y, digamos F(0,p). Com isso, a
diretriz também fica determinada e é a reta x=-p , pois:

d(FV)=d(vV,d)=|p|

Se P(x,y) ¢ um ponto qualquer da parabola, entao, o ponto Q tem coordena-
das Q(x,-p).
Por definicao:

d(P,F)=d(P,Q)
Vx =02+ (y-p)? = (x - %)+ [y~ (-p)]?

elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo os quadrados
perfeitos:

2+ yi—2yp+pi=vi+2yp+pt
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efetuando os célculos, obtemos:

e essa é denominada equacao da parabola de vértice na origem e eixo,
coincidindo com o eixo’.

O sinal de p na equacao x% = 4py  determina se a parabola tem con-
cavidade voltada para cima ou para baixo. Vejamos:

p>0

L

p<0
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como x*é um nUimero nao negativo, a equacgao x* = 4py indica que o mem-
bro direito também é um numero ndo negativo, isto &, 4py é menor ou igual a
zero. Para isso, y=0 ou p e y devem ter o mesmo sinal.

Se p>0, entdo y>0 e o ponto da parabola P(x,y) estd no 7° ou no 2° quadran-
te do sistema de coordenadas. Dessa forma, a parabola tem concavidade para
cima.

Se p<0, entdo y<0 e o ponto da parabola P(x,y) estd no 3° ou no 4° quadran-
te do sistema de coordenadas. Dessa forma, a parabola tem concavidade para

baixo.
Exemplo 1
x3
Encontre o foco, a equacao da diretriz da pardbola y = —— e facaum
esboco. 16
Solucao:

Vamos escrevé-la na forma x2 = 4py , assim:

x? = —16y

x? = 4--- (—16y)
2 _a.(_28

X" =4 ( 4F)
x* =4 (—4y)

identificamos nesta equacéo p =-4. Dai, o foco é F(0,4) e a diretrizy =4

e
-

L 4

-OF (0, -4)
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Agora, vamos deduzir a equacao da pardbola cujo eixo coincide com o eixo
e o vértice coincide com a origem do sistema de coordenada.

L

y

Q-p,y) ¢

O foco é um ponto sobre o eixo x: F(p,0) e assim, a diretriz e a reta x =-p. Se
P(x,y) € um ponto da parabola, entdo Q(-p,y) é pela definicao de parabola:

d(P,F) = d(P, Q)
JE-—p)P+ (-0 =Jx—(p)]*+ (v —y)*

elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo os quadrados
perfeitos:

x?—2xp+pi+yvi=x?+ 2px+pt

([
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efetuando os célculos, temos:

y? = 4px

que é denominada equacao da parabola de vértice na origem e eixo coin-
cidindo com o eixo x.

Atividade I:

O sinal de p na equacao y? = 4px determina se a parabola tem concavidade
voltada para a direita ou esquerda. Observe que se p > 0, entdo, a paradbola tem
concavidade para a direita. Se p < 0, entdo, a parabola tem concavidade para a

esquerda
¥y ¥y
p>0 / \
Exemplo 2:

Dada a equacdo y? = 16x, podemos identificar p fazendo: y? = 4.4.x, uma vez
que a equacdo da parabola é y? = 4px , obtemos p = 4 e disso, o foco é F(4,0) e a
diretriz x=-4
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Translacao de Eixos

Faremos uma translacdao de eixos para encontrar uma equacao da parabola
que possui eixo paralelo a um dos eixos coordenados. Veja a figura a seguir, na
qual estdo representados dois sistemas de coordenadas x0y e x,0,y,. Um ponto
P do plano tem coordenadas P (x,y,) no sistema x,0,y,, mas também P(x,y) no
sistema x0y e disso, obtemos a relagao:

X=Xpt+xy € V=¥ +¥
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uy 1; y1
X
P > oP
XO X1 A A
Y
T v y X1 ,
0,
Yo
vy v X‘
(o)

Agora, estamos preparados para encontrar a equacao de uma parabola, cujo
eixo € paralelo ao eixo y e o vértice V(x,y,) coincidindo com a origem 0, do novo
sistema de coordenadas x,0y,.

¥y
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Neste novo sistema de coordenadas x,0,y, a parabola tem equacao:
2 — — .
x,>=4py, ecomox,=x-x, e y, =y-y, temos que:

(x _xu}z = 4p(¥y —¥p)

€ a equacao da parabola de vértice V(x, y,) e eixo paralelo ao eixo y.

Atividade Il

Deduza a equagao da parabola de vértice V(x, y,) e eixo paralelo ao eixo x.

Exemplo 3

Determine o foco e a diretriz da pardbola x? - 4x- 24y + 28 =0
Solucao:

Primeiramente, vamos colocar a equacdo da parabola na forma
(x-x,)*=4p(y - y,). Note que o eixo da parabola é paralelo ao eixo y.

Dada

X?-4x-24y +28=0
podemos escrever:
X?-4x =24y -28
completando quadrados:
(x*-4x+4)-4=24y-24

Efetuando os calculos:
(x*-2) =24y-24

e dai,
(x-2)?=24(y-1)
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Parabola

Comparando com a equagdo (x-x7) =4p (y-y,) ,obtemosx, =2 e y =1

gue determina o vértice da parabola V(2,1).

Identificando p: 4p = 24, entdo, p =6, 0 que nos leva a concluir que a parabola
tem concavidade voltada para cima. Como d(FV) = 6, temos que as coordenadas
do foco sao F(2,7).

O valor de p também determina a diretriz d, pois se lembre que d(V,d) = |p|.
Neste caso, d(V,d) = 6 e, assim, y =-5 é a equacao da diretriz.

i
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Lista de Exercicios

1) Encontre a equacao da parabola com foco F(0,-2) e com diretrizem y=2.

2) Qual é o valor de m para que a parabola y’=mx tenha foco no ponto F(6,0)?

3) Achar a equacao de uma parabola de foco F(-7,0) e diretriz dada pela equa-
¢ao x-7=0

4) Achar a equacao de uma parabola cujo vértice coincida com a origem do
sistema de coordenadas, sabendo-se que a parabola estad disposta simetrica-
mente ao eixo x e passa pelo ponto A(9,6).

5) A reta x-y+2=0 intercepta a parabola y*=8x ?

6) Achar a equacao de uma reta tangente a parabola y’=8x e paralela a reta

2x+2y-3=0.

7) Determine o foco, o vértice, a equacao da diretriz e esboce as parabolas
cujas equacoes sao: x=(1/4)y? e y=- (1/4)x°.

8) Deduza uma equacao da parabola que contém o ponto P(1,4), sabendo
que seu eixo é paralelo ao eixo y e que seu vértice é o ponto V(2,3).

9) Encontre as coordenadas do foco e a equacdo da diretriz da parabola
X2+6x-12y+57=0.
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Elipse

Considere em um plano dois pontos distintos fixos F, e F.. Elipse é o conjun-
to de pontos do plano cuja soma das distancias aos pontos F, e F, € constante.

P

Os pontos F, e F, sao os focos da elipse.

Nossa intencdo é encontrar uma equacao para a elipse, notamos que a defi-
nicao envolve apenas o conceito de distancia entre pontos

De acordo com a definicdo, um ponto P do plano pertence a elipse de focos
F,eF,se, e somente se,

d(PF,) + d(PF)) = constante

A fim de deduzirmos uma equacdo para a elipse, indicaremos a constante
por 2a. Assim, P pertence a elipse se, e somente se:

d(PF,) + d(PF,)=2a

A distancia entre os focos d(F, F, )=2¢, denomina-se distancia focal; o ponto
médio do segmento F, F, € o centro da elipse, e sera indicado pela letra C.
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Em toda elipse, os pontos B,, C, F, determinam o triangulo retangulo de di-
mensoes a, b, ¢, como na figura a seqguir e, pelo teorema de Pitdgoras, obtemos
a seqguinte relacao: a’= b?+ ¢ Note que ja conhecemos a e ¢. O valor de b fica
assim determinado b?*=a?-

-
W o

A elipse possui 4 vértices que sao os pontos caracterizados a sequir:
A, e A, sao pontos da elipse, tais que d(A,,C)=d(A,,C)=a.
B, e B, sao pontos da elipse, tais que d(B,,C)=d(B,,C)=b.

O eixo maior da elipse € o segmento A, A, cujo comprimento € 2a, e o eixo
menor da elipse € o segmento B, B, cujo comprimento é 2b.

Excentridade

A excentricidade de uma elipse é o numero real positivo e = ¢/a. Observe
que como ¢ < a temos que 0 < e < 1. Esse nimero esta relacionado a forma da
elipse; quanto mais proximo de zero for o valor de e, a forma da elipse se apro-
xima da forma de uma circunferéncia. Quanto mais achatada for a elipse, mais o
valor de e se aproxima de 1. Observe:

e=20,5 e = 0,66 e = 0,86

c-ad
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Atividade I:

1) Fixado o valor de a, mostre que quanto mais a elipse se aproxima de uma
circunferéncia, menor é a distancia entre os focos.

2) Fixado o valor de a, mostre que quanto mais achatada é a elipse, maior é
a distancia entre os focos.

Equacao da Elipse

A sequir, deduziremos uma equacao da elipse em uma situacdo particular: o
centro coincide com a origem do sistema e os focos estdo sobre um eixo coorde-
nado. Temos dois casos a considerar:

)
N

Focos sobre o eixo x Focos sobre o eixo y

Consideremos o caso em que os focos estao sobre o eixo x:
Como d(F ,F,) = 2¢, suponhamos F, (-¢,0) e F, (c,0). De acordo com a definicao,
um ponto P(x,y) pertence a elipse se, e somente se,

d(P,F,)+d(P,F,) = 2a

disso,

Jr—(EOP+ (v —-02+J(x—c)?+(y—0)2=2a

e podemos escrever:

(x+c)+y?=2a—,/(x—¢c)+y?

elevando ambos os membros ao quadrados desenvolvendo os quadrados
perfeitos:

X2 +2cx+cr+yr=4a® —4a\/(x —c)? +y? +x7 - 2ex+ c? + y?
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efetuando os célculos e explicitando o radical:

4a/(x —c)> +y? = 4a® — 4ex

a’[(x-c)’+y?]=a*- 2a’cx + 2

desenvolvendo os quadrados perfeitos e efetuando os célculos:
a’x2- 2a’cx + a’c? + a%y?= a*- 2a%cx + ¢x?
mas podemos escrever:

(@*- cA)x*+ a?y =a?(a%-c?

pela relacdo encontrada em toda elipse, a2+ b?= ¢?, podemos fazer
a%- 2= b? e substituir acima:

b2x2+ a?y?= aZb?

e dividindo ambos os membros por a?b?, obtemos:

22 z
}'=1

a2 b2

que é chamada equacao da elipse de centro na origem e focos sobre o eixo x.

Ty
b B,
-a a X
A Ay
-b|B,
Observacdo:

Os vértices da elipse A, e A, pertencem ao eixo x e tem coordenadas A, (-4,0)
e A, (a,0) e os vértices B, e B, pertencem ao eixo y e tem coordenadas B, (0,-b) e
B, (0,b).
2
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Exemplo 1
Determine os focos, os vértices e a excentricidade da elipse de equacao
xz 2
-4 Yy — 1
9 4

Os focos sao F, (-¢,0) e F, (c,0) onde c é determinado na relagao a’+ b*= ¢’
Comparando a equacdo = , y° _ . comaequacdoreduzida = , 5 _
st =1 =tz=1

notamos que a=9 e b>=4, e disso: = a?-b’=9-4=15 edai c=V/5.

Logo os focos sao F;(—/5,0) e F,(+/5,0).

Para determinar os vértices, observamos que de a’=9 a medida do eixo maior
A, A, é2a=6 e os vértices sao A, (-3,0) e A, (3,0). E ainda da equacao § + 3;_“ -1

temos que b°=4 o que implica b=2 e os vértices B, (0,-2) e B, (0,2).

A excentricidade é e=(v/5)/3. Veja o esboco da elipse:

B, (0.2)

Ay (-3.0) c A, (30) X

B, (0.-2)

O segundo caso, centro coincidindo com a origem do sistema e focos sobre
o eixo y, fica a seu cargo:

nlif.
k| B
=}=

n‘l"-&
k| B

=1




Geometria Analitica c-ad

Translacao de Eixos

Vamos representar dois sistemas de coordenadas: o sistema xOy e o sistema
x,0,y, df:' tal fo.rma que a origem 0, do S|ste~ma x,0,y, tem cgordenadas (xo,y?)
em relacao ao sistema xOy e os eixos x, e y, sao paralelos aos eixos x e y respecti-
vamente e mantém a direcdo. Veja a figura:

F JI.FT
X
* +* 1:.
i 0y
Yoi
]
' X
O
=== == E 3
*0
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Um ponto qualquer P do plano tem coordenadas P(x,y) em relagcao ao sis-
tema xOy e coordenadas P(x,y,) em relagao ao sistema x, O, y,. Observamos as
seguintes relacdes:

X=xptx; € Y=¥+tWM

e podemos escrever:

=X —xXx; e WM =V—MW

Exemplo 2

Seja o ponto P(3,-2) em relacao ao sistema xOy. Realizando uma translacao
em que a origem € O, (-1,3) as coordenadas de P em relagao ao sistema x, O, y,
sao:

x,=3-(-1)=4

y,=-2-3=-5

Veja a figura a seguir:
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ny };

Levando em consideracdo o exposto acima, a equacao da elipse com centro
no ponto O, (x,y, e eixo maior paralelo ao eixo x é x? ; € como

2

X,=X-X,ey,=y-y, temos: az ' p2

(x—x0)%  (y—¥0)? _
a;’ + bz” =1

que € a equacao da elipse de centro C(x,,y ) e eixo maior paralelo ao eixo x.
Analogamente:

(x—x0)% | (y=y0)? _
bz" + az" =1

€ a equacao da elipse de centro C(x,,y ) e eixo maior paralelo ao eixo y.
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Exemplo 3

z z
. 1
Encontre o centro e osfocos da elipse % + yT —E +ty+ =0

Solucdo:

Podemos escrever a equacao acima da sequinte forma:

z
X x

¥ 1 _
16 3+4+F+1s_ﬂ

observando os coeficientes de x% e y? vamosfazer

¥ _2ox, 1 1 vio 4, f_i) 1 _
(15 2 B+16 16)+(4+4 F+4 % +16_n
disso
T _ z
x 2::+1_|_y+4y+4_1=ﬂ
1a )
resulta em
(x—1)% | (y#2)®
16 T 4 =1
ou
_ z i T
Ca VN CalCr ) G

16 &

que é a equacao da elipse com centro em C(1,—2).

Para determinar osfocos, basta observar que a® = 16eb® = 4.Da
relacio a®? +b? =c% temosc? =16 —4 =12 logoc =12 = 2+/3.

Logo, osfocos sio Fy(1— 243, —2) e F,(1+ 2v/3,—-2).
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Exemplo 4

z
&

Encontrar os vértices da elipse =
16

Lista de Exercicios

1) Encontrar uma equacao da elipse de focos F, (0,-1)eF,(0,1) e eixo maior 4.

2) Determinar os focos, os vértices e esboce as elipses cujas equacdes sao:

T A = v 24 4y2=
a) t5 =1 b) 9+ =1 c) 9x*+4y*=36

3) Calcular a distancia focal de uma elipse cujo eixo maior mede 10 e cujo
eixo menor mede 8.

4) A orbita da Terra é uma elipse e o sol ocupa um dos focos. Sabendo que
0 eixo maior tem 153.493.000 Km e que a excentricidade é de 0,0167, calcular a
menor e maior distancia da Terra ao sol.

5) Ache uma equacao da elipse cujos focos se encontram sobre o eixo das
abscissas, dispostos simetricamente em relacdo a origem do sistema de coorde-
nadas, e sabendo-se que:

a) O seu eixo maior é 5 e o menor é 2;

b) O seu eixo menor é 24 e distancia focal é 10.

6) Calcular a area do quadrilatero em que dois vértices coincidam com os
focos da elipse x?+ 5y?= 20 e os dois outros com as extremidades do eixo menor.

7) Achar os pontos de intersecdo da reta x + 2y - 7 = 0 e da elipse x?+ 4y?= 25.
8) Obter a equacdo da elipse cujos vértices sdo A, (1,-7) e A, (1,3); B, (-2,-2) e
B (4,-2).
2

(x—3)°

. . Lx=ay z —
9) Determinar os focos da elipse - +(y+ 1) 1.

10) Esboce a elipse 4x?+ 9y?-8x-36y + 4 =0

c-ad
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Hipérbole

Dados dois pontos distintos F, e F,. Hipérbole é o conjunto dos pontos do
plano tais que a diferenca das distancias, em médulo, aos pontos F, e F, é cons-
tante.

Seja a um numero real tal que
2a<d(F ,F,). Um ponto P do plano per-
tence a hipérbole se, e somente se,

|d(F,,P)-d(F_P)| = 2a

A hipérbole é uma curva constituida por dois ramos e, observando a figura
anterior, vocé pode notar o seguinte:

P pertence ao ramo da direita se d(F ,P)-d(F,,P)=2a.

P pertence ao ramo da esquerda se d(F ,P)-d(F ,P)=-2a.

Os pontos F, e F, sdo denominados focos da hipérbole e d(F ,F,) = 2c é a dis-
tancia focal. A reta que contém os focos F, e F, intercepta a hipérbole em dois
pontos, A, e A, que sao denominados vértices da hipérbole. O segmento A A, é
o eixo real da hipérbole.
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O ponto médio do segmento F, F, € o centro da hipérbole.

Considere os pontos B, e B, pertencentes a mediatriz do segmento F, F, tais
que d(B,,C)=d(B,,C)=b, onde b ¢ determinado pela relagao c>=a*+b°. O segmento

B, B, é o eixoimaginario da hipérbole.

Equacao da Hipérbole

Encontraremos uma equacao para a hipérbole com centro na origem do sis-
tema de coordenadas e focos sobre o eixo x. Como d(F,, F,)=2c, entao as coor-
denadas dos focos sao F, (-¢,0) e F, (c,0), e um ponto P(x,y) do plano pertence a
hipérbole se, e somente se,

|d(P.F,)-d(P, F,)| = 2a

ou seja

W+ + -0 - Jx -+ (-0} =2a

disso

JE+e)+y = J(x—c)* +y2 = f2a
Considerando

JE+)+yi—J(x—c)*+y?=2a

DOdE‘F‘I"‘IOS escrever

JET T =20+ (G 557

elevandeo ao quadrado ambos os membros:

(x+c)+yi=4a®+4af(x—c)P+yi+ (x—c)* +y°




Hipérbole

desenvolvendo os quadrados perfeitos:
*+2ex+ct+yvi=4at +daf(x—c)P +yr+xT —2ax + P+ y?
efetuando as operagoes eisolando o radical:
am =cx —a’
elevando ambos os membros ao quadrado:
a’[(x—c)* + yv*] =c*x? — 2a*cx + a*
efetuando as operacoes
(e — a®)x? — a?y? = a?(c? —a?)
darelacao
c=a+t’
podemos escrever
b2x? —aly? = a?h?

e dividindo ambos os membros por a®b?, obtemos:

nulﬁu
I
ul:ill‘.abil
Il
=

gue é a equacao da hipérbole de centro na origem e focos sobre o eixo x.

Exemplo 1

Encontre os focos e os vértices da hipérbole :—: — % =1

Solugdo: . .

Comparando a equacao dada com a equacao x_z — 3"_2 =1
observamos que a’=16 e b’=9, dissoa=4e b=3. “ z

Lembre-se que os focos sao F, (-¢,0) e F, (c,0), onde ¢ pode ser determinado
pelarelacdo ’=a’+b’=16+9=25.c=5.Entao os focos sao F, (-5,0) e F, (5,0). Os
vértices sao A, (-4,0) e A, (4,0).
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Atividade

1) Desenvolva:

JE+o)+yi—(x—c)?+y?=-2a

2) Mostre que uma equacao para a hipérbole com centro na origem do siste-
ma de coordenadas e focos sobre o eixo y é:

2 xz
Y = 1.

a? b2
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Hipérbole

Assintota da Hipérbole

Seja y=mx uma reta. Vamos determinar condicoes sobre a, b e m para que a

reta y=mx intercepte a hipérbole .x:_“ . ﬂ _ .Veja a figura a seguir:
EB hz
Ty
(xg ¥
- ”:

Suponhamos P(x, y,) seja um ponto de intersecao da reta com a hipérbole.
Temos que resolver o sistema:

x; ﬁ_ 1
I EJB
¥ T mixy
D,
a? BT
lsolando x;:
ab ab
X, =T =t
1 —+BI—afm? - b2
2 ﬁ—ﬂl
ol
B
x, =+
1 _ hz z
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Para que x, tenha valor real, isto &, para que a reta intercepte a hipérbole, é
necessario e suficiente que

Be 2
——m- =0
il

Ou seja
m?< (b%/ @?)

Sendo a e b nimeros positivos, segue que:
(-b/a) <m < (b/a)

Portanto para que a reta y=mx intercepte a hipérbole (x/a?) - (y>/b?) =1 sua
declividade deve estar compreendida entre -b/a e b/a. As retas do tipo y=mx
com declividade -b/a e b/a sao chamadas assintodas da hipérbole, isto é, as
assintotas de uma hipérbole sio as retas:

=2t xe = 2 x
}:r i) }:r rd
Veja a figura a seguir:
N Ty
b




Hipérbole

Exemplo 2
.x__z Z
Encontre as assintotas da hipérbole v "'? =1
Solugéo: a2 2
Comparando a equacao dada com a equacao — — ¥ = 1, observamos

a® b2

que a’=16 e b*=9, disso a=4 e b=3.

As assintodas sao as retas y = (b/a) x e y = (-b/a) x
No nosso caso:
y=(-3/4)x e y=(-3/4) x.

Atividade

Se os focos, da hipérbole com centro na origem, estao sobre o eixo y, diga-
mos F, (0,-c) e F, (0,c), um ponto P(x,y) pertence a hipérbole se, e somente se,

|d(PF,)-d(PF,)|=2a

Efetue as contas e obtenha a equacdo da hipérbole com centro na origem e

focos sobre o eixo y:
z Z
X
—_— =1
i) b

™
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Mostre que as assintotas da hipérbole, neste caso, sao as retas:

=2 X e - = x
y b y b
¥
Exemplo 3
yz xz
Encontre os focos, os vértices e as assintotas da hipérbole b 1
Solugdo: . .
Comparando a equacao dada com a equacao y—z —* =1
o b

observamos que a’=4 e b’*= 16, disso a=2 e b=4.
Neste caso, os focos sao F, (0,-c) e F, (0,c) onde c € determinado na relagdo

cl=a?+ b2 =44+16=20.c =420

Entéo os focos sao F1(0, —V20) e F,(0,v20).
Os vértices sao A, (0,-2) e A, (0,2).

As assintotas sao as retas a a
y = ;x g yv=— ;x

NO NOSSO Caso:
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Hipérbole

Lista de Exercicios

1) Ache uma equacao da hipérbole de focos F, (-3,0) e F, (3,0) e vértices A,
(-2,0) e A, (2,0).

2) Determine os focos, os vértices, as equacdes das assintotas e esboce as
hipérboles cujas equacdes sao:

I Iz 3 I

=L =1 hEX—-X=1
25 ] = 25
<) 9x% — 4y® =36 dyv:—x?=1

3) Qual é a equacdo da hipérbole que tem o centro na origem do sistema de
coordenadas, o eixo real sobre o eixo x, 2b = 6 e excentricidade de 5/4?

4) Hipérbole equilatera é aquela em que a=b, ou seja, a medida do eixo real
é igual ao do eixo imaginario. Quais sao as equagdes das assintotas de uma hi-

pérbole equilatera L 1

z z

[ o

5) Ache a equacado da hipérbole equiladtera que passa pelo ponto P(4,-2), o

centro coincide com a origem do sistema de coordenadas e os focos estao sobre
0 eixo X.

6) Uma hipérbole tem um de seus vértices em A(3,0) e as equagdes de suas
assintotas sao 2x-3y=0 e 2x+3y=0. Determine uma equacao da hipérbole.

7) Demonstre que a distancia de um foco da hipérbole x* . ¥°

a sua assintota é b. a2 b_z

=1

8) Determine os pontos de intersecao da reta 4x-3y-16=0 e da hipérbole

z z
x ¥
—_— =1
25 16

x0T
7 2

9) Ache os focos da hipérbole
bole e suas assintotas

. Esboce essa hipér-

10) Calcule as equacgdes das assintotas da hipérbole y?-x?+ 4y +4x-1=0.
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Vetores

Uma abordagem geométrica

Um segmento de reta orientado é determinado por um par de pontos orien-
tados, veja a figura a seguir

O ponto inicial do segmento é a sua origem e o ponto final é a sua extremi-
dade.

Para indicar um segmento de origem em A e extremidade em B usaremos a
notacao AB. Na figura anterior vocé pode observar os segmentos de reta orienta-
dos: AB, CD, e EF. Note que quando fixamos a origem A e a extremidade B de um
segmento de reta orientado estamos estabelecendo um sentido de percurso da
origem para a extremidade, uma direcao, que é a direcdo da reta que passa por
A e B, e também um comprimento.

Chamamos de segmento nulo o segmento de reta orientado cuja ex-
tremidade coincide com a origem. Ao segmento nulo nao associamos
um sentido e nem uma direcao e dizemos que seu comprimento é zero.

Dois segmentos orientados AB e CD tém a mesma direcao se a reta r deter-
minada pelos pontos A e B e a reta s determinada pelos pontos C e D sao parale-
las ou coincidentes, veja as figuras a sequir.
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Quando dois segmentos de reta orientados tém a mesma direcao podemos
comparar os seus sentidos de percurso. Em uma das situacoes ilustradas a sequir,
dizemos que AB e CD tem 0 mesmo sentido.

A c

Ja as situacdes ilustradas a seguir mostram segmentos de reta orientados AB
e CD que possuem sentidos de percurso contrarios.

Dado um segmento de reta orientado AB o segmento BA cuja origem é B e
extremidade é A é denominado segmento oposto de AB. Vocé deve notar que
AB e BA tem a mesma direcao, sentidos de percursos opostos e 0 mesmo com-
primento.
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Segmentos Equipolentes e Vetores

Dizemos que dois segmentos de reta orientados AB e CD sao equipolentes, se

i) ou ambos sdo nulos

ii) ou nenhum é nulo, e tém mesma direcdo, mesmo sentido e mesmo com-
primento.

Usaremos a notacdo AB~CD para indicar que os segmentos de reta orienta-
dos AB e CD sao equipolentes, e também podemos dizer que AB é equipolente
a CD.

Um segmento de reta orientada AB ndo é equipolente ao seu segmen-
to oposto BA, pois apesar de AB e BA possuirem mesma direcao e mes-
mo comprimento eles tem sentidos contrarios.

Vocé pode concluir da definicdo que um segmento AB é equipolente a ele
mesmo e indicamos por AB~AB. Essa é chamada propriedade reflexiva da equi-
poléncia.

Note também, que se AB é equipolente a CD e entao CD é equipolente a AB
caracterizando a propriedade simétrica da equipoléncia: Se AB~CD entao CD~AB.

Decorre da definicao que se AB é equipolente a CD e por sua vez CD é equi-
polente a EF, entdao AB é equipolente a EF. Podemos dizer assim: se AB e CD tém
mesma direcao, mesmo sentido e mesmo comprimento e por sua vez CD e EF tem
mesma direcdao, mesmo sentido e mesmo comprimento, entao AB e EF também
tém mesma dire¢ao, mesmo sentido e mesmo comprimento. Essa é a proprieda-
de transitiva da equipoléncia: Se AB~CD e CD~EF, entao AB~EF.

Fixado um segmento de reta orientado AB, o conjunto de todos os segmentos
equipolentes a AB determina um vetor que sera indicado por 7 ou AB. Podemos
escrever:

v ={PQ/ PQ~AB}

onde PQ é segmento qualquer do conjunto. Veja a figura a seguir:

s
e
/A v 2 Q

P
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N . . . > .

Vocé deve notar que quaisquer dois segmentos do conjunto v tém mesma
direcdo, mesmo sentido e mesmo comprimento, diferem possivelmente, apenas
pela sua localizacao, assim nao vamos distingui-los. Dessa forma, da definicao

>, . . .
decorre que um vetor v é determinado por uma infinidade de segmentos de reta
orientados e qualquer um desses segmentos determina o mesmo vetor. Pode-
mos entdo, escolher dentre essa infinidade de segmentos um representante do
vetor V. A figura a sequir ilustra um vetor ¥ determinado pelo segmento AB.

F
B b > ”H
A J
2 G

Todos os segmentos tém mesma direcao, mesmo sentido e mesmo com-
primento e podemos escolher, por exemplo, o segmento GH para representar o
vetor V. O que deve ficar claro para vocé é que se tivéssemos escolhido outro
segmento para representar o vetor V as caracteristicas de direcao, sentido e com-
primento seriam as mesmas do segmento AB. Desta forma, as caracteristicas de
um vetor v s30 as mesmas de qualquer um de seus representantes.

NOTACOES E TERMINOLOGIAS

1) Vetor nulo é o vetor cujo representante é um segmento nulo e serd indi-
cado por 0.

2) Dois vetores AB e CD sdo iguais se, e somente se, AB~CD.

3) O médulo ou comprimento dey)m vetorv é o comprimento de um de seus
representantes e sera denotado por |v| ou |AB|

4) O oposto de um vetor V=AB é o vetor BA que serd indicado por —AB ouv

=
'
o
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. > > > > . .
5) Dizemos que os vetores v=AB e u = CD sao colineares ou paralelos se tive-
a . ~ . > >
rem representantes AB e CD que tém a mesma direcao. Indica-se por v // u.

- - D
v B p,
A

>> —> . ~
6) Se os representantes AB, CD e EF dos vetores v, U e w, respectivamente sao
. > > .
pertencentes a um mesmo plano m, dizemos que os vetores V, i e w sao coplana-

res.
-
-.: é
/ B C D
A —
W
E “F

. > > ~ . .
Dois vetores v e u sempre sdo coplanares, para notar isso faca o seguinte,
> > .
escolha representantes de v e i com a mesma origem. Os pontos O, P e Q deter-
minam um plano.

—-____u__._._‘




Vetores

Adicao de Vetores

. > > .
Considere os vetores v e U representados pelos segmentos de reta orientados

tais que a e>;trem|dade de ¥ coincide com a origem de 4. Assim, podemos escre-

verv-)zABeu:B_E

-

=

-

A C

> >, > > .
A soma dos vetores ve u é o vetor e v+ u determinado pelo segmento de reta
orientado AC:

-
=1

-}
=

Atividade |

> > . .
Dados os vetores v e u descreva o procedimento que deve ser seguido para
> >
encontrar o vetor soma v + u.
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Propriedades da Adicao

. > > > >
1) Comutativa:v+u=u+Vv

- =
- - u+ v
it 1
\/
i v
-+ -+
u+wv

. > > > > .
Note nas figuras anteriores que os vetores V + U e U + ¥ possuem mesma dire-
¢ao, mesmo sentido e mesmo comprimento, e isso nos leva a concluir que
> > > >
v+u=u+v.

2) Associativa: (V+ ) + W=7 + (lT+ V-V) Acompanhe a evolugao das figuras

- — =
(v+u)+w

(4)

=l
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> > > > > >
Observe nas figuras 4 e 8 que os vetores (v + u) + we v + (U + w) tem mesma
direcao sentido e comprimento, o que nos permite escrever:
> > > > > >
(Vv+u)+w=v+(U+w).

3) Elemento neutro: 0

> > > > >

v+0=0+v=v.

Lembre-se que o vetor nulo 0 é representado pelo segmento nulo cuja ori-
gem e extremidade coincidem.

4) Elemento Oposto: Dado um vetor v, existe um vetor que somado a v tem
como resultado o vetor nulo, esse vetor é o oposto de v indicado por - v:

\7+(—7)=(—7)+7=(T

Diferenca de Vetores

A propriedade do elemento oposto nos sugere definir a diferenca de dois ve-
tores V e T da seguinte forma:

I V-U=V+(0)

e > > > > >
isto é, a diferenca v - u é a soma dos vetores v e -U (oposto de U ). Veja a figura

Regra do Paralelogramo

Ao escolhermos representantes dos vetores v e u com origens coincidentes,
. Yo Bel-AC )
digamos V = AB e U = AC, podemos construir um paralelogramo ABDC como na
figura a sequir:

C -
- v D
H
H
A N B
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1

Vocé deve notar que o segmento de reta orientada BD também é um repre-
> . e 7
sentante do vetor U e que o segmento de reta orientado CD também é um repre-
sentante do vetor v. E disso, verificamos que o segmento de reta AD representa a
> > . > >
soma v + U e o segmento CB representa a diferenca v - 0.

d -
C v D C v D
= - - - = =
“ v-u “ v H
=
u - u
A = B A i
v v

Multiplicacao por um numero real

Dado um nimero real m # 0 e um vetor ndo nulo V,’o vetor indicado por mv é
denominado produto do niimero real m pelo vetor ve é tal que:

1) Ve mvtém a mesma direcéo (Ve mvsao paralelos).

2) Se m > 0, entdo Ve mv tem o mesmo sentido e se m < 0, entdo Ve mvtem

sentido contrario. > 5
> . . . .
3)|mv|=|m||Vv]| (o médulo de mv é o médulo de m vezes o médulo do vetor

V).

m>0 m<0

OBSERVACAO

> > ~ > >
Sem=0o0uv=0entaomv=0.

Propriedades da Multiplicacao
por um numero real

> > . , .
Se v e U sao vetores quaisquer que e m e n nUmeros reais.
> >
1)m (nv); mer.
>
2) (m+n) v=mv + nv
> > > >
3ymMV+Uu)=mv+mu
> >
4) 1v=v.




Vetores

Exemplo 1

> > > .
Dados os vetores v, u e w representados pelos segmentos a seguir, construa
> >
ovetor3u-v
-
u
-
v
Solugdo:
—
3u
-
v

Angulo entre dois vetores

. - > >
Considere os vetores ndo nulos v e u representados pelos segmentos AB e CD,
respectivamente.

A

C

= |

> > .
Podemos escolher representantes para u e v com origem no mesmo ponto.

-+ [

w

] D
0 7]

O angulo entre os vetores Veliéo angulo 6 formado pelas semi-retas OC e
ODetalque0<O<m.
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Exemplo 2

> > > .
Dados os vetores v, u e w representados pelos segmentos a seguir, construa
> >
ovetor3u-v

v
d
s

|

=
=4

v

— 1
[

~ . > > . . . .
Observacao: Se 6 =n/2, dizemos que os vetores v e U sao ortogonais e indica-
> > . .
mos V1 u. O vetor nulo é considerado ortogonal a qualquer vetor.

Atividade Il

Sendo 0 0 angulo entre os vetores Ve 7, ilustre cada uma das situacées abaixo:
. P P> . . ~ . Jor)

1) Se 6=0, entdo v e u tém a mesma direcao e sentidos contrarios.
PR PP . ~ .

2) Se 6=0, entado v e U tém mesma direcao e mesmo sentido.

n > >, A
3)0 angulo formado pelos vetores v e -U é o suplemento do angulo entre os
>
vetores ve u.

O Espaco Tridimensional

Considere trés eixos orientados x,y e z perpendiculares entre si que se inter-
ceptam na origem O como mostra a figura abaixo:
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Tomemos sobre os eixos x,y e z unidades iguais e o sentido positivo como na
figura anterior.

Dois eixos que se interceptam determinam um plano. Note que os eixos x,y e
z definem trés planos, coordenados. Veja as trés situacoes a seguir.

1) Plano xz perpendicular ao eixo y.

|

-

2) Plano yz perpendicular ao eixo x.

-




Geometria Analitica

3) Plano xy perpendicular o eixo z.

Zh

R -

v

Os pontos P do espaco estao em correspondéncia biunivoca com as ternas
ordenadas de numeros reais (x,y,z). Para estabelecer essa correspondéncia veja a
seguinte construcao:

Atividade I

Dada uma terna ordenada de numeros reais (x,,y,z,) determine geometrica-
mente o ponto P do espaco que estd em correspondéncia com essa terna.

Para representar um ponto no espaco seguiremos um procedimento analogo
ao feito no plano, porém com um passo a mais. Considere a terna ordenada de
numeros reais (x,y,z,), vamos descrever o procedimento que mostra que essa
terna corresponde a um ponto no espaco tridimensional. Para isso, considere um
sistema de coordenadas tridimensional e podemos fazer o seguinte:

1°) Marque sobre o eixo x o valor x. Trace a reta y, paralela ao eixo y e pas-
sando por x,.

A

O ponto sobre o eixo x em correspondéncia com o numero real x, € P, (x,,0,0).
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2°) Agora, sobre o eixo y marque o valor y, com isso conseguimos o ponto P,
(0,y, 0). Passando por P,, trace a reta x, paralela ao eixo x.

z)

Note que as retas x, e y, se interceptam em um ponto P, e, esse ponto tem co-
ordenadas (x,y,0). Os pontos OP, P, P, determinam um paralelogramo no plano

Xy.

3°) Pelo ponto P, trace a paralela z, ao eixo z e, também, a diagonal KOPX_3
do paralelogramo OP, P_P,

z4
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4°) Sobre o eixo z marque o valor z, determinando assim o ponto P, (0, 0, z,)
sobre o eixo z. Passando por P, ,trace a paralela z, a diagonal OP:

As retas z, e z, se interceptam no ponto P(x, y,, z,).

Para estabelecer a correspondéncia biunivoca a construcao que acabamos
de fazer deve ser feita no sentido inverso, isto é, dado um ponto P do espaco te-
mos que determinar a terna ordenada de nimeros reais que o representa. Tente
fazer!

Usaremos a notacdo P(x,y,z) para denotar um ponto do espaco tridi-

mensional. Os numeros X, y e z constituem as coordenadas de P e sao

chamados de abscissa, ordenada e cota, respectivamente. Dessa for-

ma estabelecemos uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do

espaco tridimensional e o conjunto de ternas ordenados de numeros

reais (x,y,z). O que acabamos de construir é chamado de sistema de co-
. ordenadas espaciais.
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Exemplo 3

Na figura a sequir estao representados no espaco tridimensional os vértices
de um paralelepipedo de dimensoes: altura 4, largura 3 e profundidade 2, cujo
um dos vértices coincide com a origem do sistema de coordenadas.

:
Vs (0,0,4)
/ : V5(0.5.4)
V7(2,04) Vg (2,54
5 _,
, V,(0,0,0 V, (0,50
V,(2,0,0) Vy (2,5,0)

Observacoes:

V, (2,0,0) esta sobre o eixo x; V, (2,5,0) esta no plano xy; V, (0,5,0) esta no eixo y;
V. (0,5,4) esta no plano yz; V, (0,0,4) esta no eixo z; V, (2,0,4) esta no plano xz.

Vetores no Plano

Cada par ordenado de numeros reais (x, y) estd em correspondéncia com um
ponto P do plano. A par (x, y) podemos_@zer corresponder um vetor no plano
com origem em O e extremidade em P: OP. Veja a figura:

o

1Y
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Entdo podemos definir: um vetor no plano é um par ordenado de niumeros
. ~ > . . P

reais (X, y) e usaremos a notagao v para indicar um vetor no plano. Os nimeros
. ~ >

reais x e y sdo as componentes do vetor v.

Adicao de Vetores

; > > >
Sejam v = (a, b)) e u=(a, b,) vetores no plano. Como seque a somade Ve u
p > >
é o vetor v+ U, onde

v+u= (a; + a5 by +by)

Exemplo 4

Dados os vetores v = (1,3) e u = (2,1) determine vV + KFaga um esbogo e veri-
fique a regra do paralelogramo.

Solugdo: . s
Por definicao v + u = (1+2,3+1) = (3,4)

Al
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Exemplo 5

Dados os vetores v = (-1,2) e_a= (3,4) determine_\7—_u>, faca um esboco e verifi-
gue a regra do paralelogramo.

Solugdo:
Por definicao
> > > >
v-u=v+(-0)
V-U=(-1,2)+(-3/4)
V-U=(4,2).
Jh-}‘
dde — - — - - - _ B
[
[
[
[
[
[
I
[
|
[
L X,
1y i
|
[ _]
|
[
—————————— 24
{,‘l

Os segmentos de reta BA e OC sao equipolentes e qualquer um deles repre-
senta o vetorv - u.
Escolheremos OC para representarv— .

Multiplicacao por um numero real

> . . e .
De_xflo um vetor v = (a,, b,) e um ndmero real m, definimos a multiplicacao do
vetorlpelo ndmero real m como segue:
mv = (ma,, mb,)

Exemplo 6

Considere o vetor_\7= (3,-2) determine e esboce os vetores 2_\7e —3_\7
Solugdo:

2V =(23,2.(-2) = (6,-4) e

-3V =(-3.3,-3.(-2)) = (-9,6).
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-
-3

'
B

[EERp e —

> > . . . > >
Note que os vetores v e 2V sdo colineares assim como v e -3v.

Propriedades da Adicao

Sejam V= (@,b,), U= (a,b)e W= (a,, b,) vetores quaisquer no plano:

. >
1) Comutativa: v +
Demonstragao:
> >
V+u=(a,b,)+(,b)
> >
v+u=(,+a,b +b).
Como cada coordenada é um numero real e sabemos que o conjunto dos
numeros reais goza da propriedade comutativa podemos escrever:

_)

v+u=(a,+a,b,+b)

¥<vy
\]

> > > > >
2) Associativa:'\7+ (U+w)=(v+u)+w

_Igem_gns_t)ragéo:
v+(u+w)=(@,b,)+(@,b2)+(@,b,)=(,b)+(@,ta,b,+b,)=
=(a,+(a,+a,), b,+(b,+b,)

Como cada coordenada é um numero real e sabemos que o conjunto dos
numeros reais goza da propriedade associativa podemos escrever:

> > >

v+(u+w)=(@,+(@,+a) b +(b,+b))=(@a,+a)+a,(b+b)+b,)=

=(a,+a,b +b)+(a,b)=((a,b)+(@,b)) +(,b)) ="+ +W.

. > > >
3) Vetor Nulo: existe 0 =(0,0) (vetor nulo), tal que v + g=V.
Faca a demonstracao como atividade.

4) Elemento Oposto: Dado um vetor V= (@, b,), existe um \{Stor que somad_o)
a v tem como resultado o vetor nulo, esse vetor é o oposto de v indicado por - v
=(-a,-b,):
>
V+ (V) =0 +v=0.

Faca a demonstragdo como atividade.
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Propriedades da Multiplicacao
por um numero real

Sejam v = @, b)), U= (a,, b,) vetores quaisquer do plano e m e n nimeros
reais: N
1) Distributiva em relacdo a soma de vetores: m (v +
Demonstracao:
m (v +_LT) =m(a,+a,b,+b)
=(m(a,+a,), mb,+b,))

=(ma, + ma,, mb, + mb,)

=(ma,, mb, )+(ma,, mb,)

=mv + mu.

> > >
u) =mv + mu.

2) Distributiva em relacdo a soma de escalares: (m+n) v=mv + nv
Demonstracao:
_>

(m+n) v=((m+n)a, (m+n)a,)

=(ma+na, ma,+na,)

=m(a, a,)+n(a, a,)

> >
=mvV + nv

3) m(n(V) = (mn)v
Faca a demonstragdo como atividade.

> >
4)1v=yv
Faca a demonstragdo como atividade.

Componentes de um vetor
determinado por dois pontos
Sejam A (x, y,) e B(x, y,) pontos do plano. O segmento orientado AB determi-

na um vetor v cujas coordenadas sao (x,-x, y,-y,).
Observando a figura a seguir,

y
B
=
v
A
— RN
0A OB

0
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a definicao de adicao de vetores nos permite escrever:
—_—s ——3 — .

0A + AB = 0B, e disso

AB = 0B — 0A = (x,;, v5) — (x5, ;)

_’ .
AB = (x; —x,,¥; — Y1), OU seja,

E=E=B—A=(xz—x1,}rz—}r1}

Exemplo 7

»
Dados os pontos A(2,3) e B(4,1) encontre as coordenadas do vetor V=ABe
faca um esboco:

Solucdo:
—>
AB
B-A
(4-2,1-3)
(2/ _2)

AR

c-ad
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Vetores no Espaco

Cada terna ordenada de numeros reais (x,y,z) estd em correspondéncia com
um ponto P do espaco. A terna (x,y,z) podemos fazer corresponder um vetor no
espaco com origem em O e extremidade em P: (OP).

Veja a figura a seguir:

zh

Isso nos permite definir vetor no espago como segue:

Um vetor no espaco é uma terna ordenada de nimeros reais (x,),z) e usare-
mos a notacgao _\7para indicar um vetor no espago. Os nimeros reais X,y e z sao as
componentes do vetor V.

Operacoes
Sejam V= (@a,b,c)e U= (a, b, c,) vetores no espago e m um numero real.
Adicao

v4+u=(a,+ay,b, +by,c, +c,)
Multiplicacao por um numero real

mv = (ma,, mby, me,)
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Exemplo 8

Dados os vetores V = (2,34)eU=(1,2,0)no espaco, pela definicao temos que:
V4 U= (2+1,243,4+0)

V+U=(354).

Veja a representacdo na figura a seguir:

Y-

Valem as propriedades:

Propriedades da Adicao

. > >
1)Comutat|va:_v>+y>:u+v > s
2) Associativa: (V+ ) + W=V+(U+w)
3) Elemento neutro: 0

> > > > >

v+0=0+v=v. >

Lembre-se que o vetor nulo 0 é representado pelo segmento nulo cuja
origem e extremidade coincidem.

> .

4) Elemento Oposto: Dado um vetor v, existe um vetor que somado a v
tem como resultado o vetor nulo, esse vetor é o oposto de v indicado por - v:

> > > > >

V+(-v)=(-v)+v=0.

Diferenca de Vetores

A propriedade do elemento oposto nos sugere definir a diferenca de dois ve-
tores Ve U/ da seguinte forma:

> > > >

v-u=v+(-u)

, . > >, > >
Isto é, a diferenca v-u é a soma dos vetores v e -u (oposto de u).

1

1




Vetores
e

Diferenca de Vetores

A propriedade do elemento oposto nos sugere definir a diferenca de dois ve-

tores v e u da seguinte forma:

>> > >
v-u=v+(-u)

, . > >, > >
Isto é, a diferenca v - u é a soma dos vetores v e -u (oposto de).

Propriedades da Multiplicacao
por um numero real

Se v e u sao vetores quaisquer que e m e n numeros reais.
. g > >
1) Associativa: m (nv) = (mn) v.
R < . . > > >
2) Distributiva em relacao a soma de numeros reais: (m+n) v=mv + nv.
. . . ~ > > > >
3) Distributiva em relacdo a soma de vetores: m(v + u) = mv + mu.

4) ldentidade: w=v.

Exemplo 9
Dado ovetor# = (1,—2,5), pela definicao temos que
3P =3(1,-2,3) = (3, -6,15)

e

—4% = —4(1,-2,5) = (-4, 8, -20)

Atividade IV

Mostre que o ponto medio do segmento de extremos A(xy, ¥, Zy e Blx,, w.z)e

Htxwmtwm e
2 2 "2

M(

Componentes de um vetor
determinado por dois pontos

Sejam A(x, y,z) e B(x, y, z,) pontos do espaco. O segmento orientado AB
determina um vetor v cujas coordenadas sao:

F—Y
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Dados os pontos A =({—2,1,5)e B = (2, -2, 3) noespaco, pzla definicao temos que

-
v

A

AE
j:
=(x;— %002 —¥1.5; — 1)
={2+2-2-13-3)
=4, -3-2)

Atividade IV

Verifique que os pontos A(2,-1,3), B(6,1,0) e C(-6,-5,9) séo colineares.

Observacao:

Estamos usando a notacéo v para indicar vetores no plano ou no espaco.

O que os diferem:

Em termos de coordenadas, o que difere um vetor no plano de um vetor no
espaco é a quantidade de coordenadas, no plano V= (a, b,) duas coordenadas.
No espaco V= (a,b,c,), trés coordenadas.
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Lista de Exercicios

> > > _>
1) Dados os vetores v e u represente graficamente os vetores 2v e -3u e 2v - 3u.

=1

-

A > > > (o
2) Se o angulo entre os vetores ve u é v e /3. Qual é o angulo entre os vetores
> >
3ve-3u.

3) Dados os vetores no espaco V= (2,4) e U= (-1,3), determine e esboce os
vetores:

4) Dados os pontos A(3,-2) e B(-4,1).

a) Determinar o vetorA_E s >
b) Determinar o ponto C tal que AC = 1/2 AB. (Note que C é o ponto médio do
segmento AB).

5) Dados os vetores v = (0,-3) e U = (2,4), determinar um vetor w tal que
> > > > >
2(v+w)-3(u-2v)-w=0.

6) Dados os pontos A(2,-1), B(3,6) e C(3,4) do plano determine os vetores:
—> —> - —> —
a) AB b) BC c) AB-BC d) AC

7) Represente graficamente os pontos 0(0,0,0), P(2,3,2), Q(2,0,-4), R(0,-3,0),
S(-1,-3,-4), T(0,0,5), U(-1,0,2) no sistema de coordenadas tridimensional.

8) Descreva e represente graficamente os seguintes conjuntos de pontos do
espacgo:

S,={(xy,2)|z=0} S_2={(x,y,2)|z=2}

S,={(x,y,z)|x=2=0}

S, ={(xy.2)|x=1ez=2}.

9) Considere os vetores V= (3,1,-3) e U= (2,0,6). Determine o vetor w tal que
> _ > > > > >
2w-3(v+u)=3(w-v)+u.

—> —>
10) Dados os pontos A(3,-1,2) e B(4,-2,5) determine o ponto P tal que AP =2AB

11) Verifique se os pontos A(5,1,-3), B(7,2,-2) e C(3,0,-4) sao colineares.




Maddulo

Produto Escalar

O produto escalardosvetores v = (ay, by, ¢;) e d = (a,, by, ;) € 0 ntimero real
a1'012 +b1'+(.'1'C2

e serd indicado por v - u e |é-se "v escalar u”. Dai

v:U=(ay,by,c) (az, byc3) = a;-a,+by-by+ ¢1° ¢,

Solucao:
Sev =(3,—1,2)eu = (—2,—1,4), temos:

vu=3-(-2)+(-1)-(-1)+2-4=3

Exemplo 1

Vocé pode imaginar que o produto escalar é uma maquina que usa vetores
como matéria prima e produz um numero real:

Vetores » \V u /

Produtoescalar ——»

NumeroReal —» .
V.U
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PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR

Podemos verificar algumas propriedades do produto escalar. Sejam ¥ =

(ay,by,cy) U = (asb,,c;)ew = (as, by,c3) vetoresquaisquer em € R.

1) -0 =0
De fato, de acordo com a definicdo de produto escalar de vetores:
U-U= (ay,by,cy) (ay,by,6,) = ay* + b12 +¢?
e sabemos que a "soma de quadrados" € nimerc maior ou igual a zero, isto &
a,>+ b’ + ¢;,2= 0.
A 2 2 2 _ 2 _p 2 _ 2 _
Vocé deve notar quea,” + b+ ¢, =0somenteseaq,“=b,"= ¢, =0,0u

seja, somente =¥ = (0,0,0) (vetor nulo).

2) -1 =1- ¥ (o produto escalar é comutativo)
Demonstracao:
Set = (a,,b,,c;)el = (a,,b,,c,) temos:
-1 = (ay.by,c1) - (az by.c5)
=ayd;+biby+ 10y
o produto de nlmeros reais & comutativo podemos escrever:
aqly + byby + £1Co = Qaaq + baby + Cacy
=(ay by,c2)- (ap by cy)
=u-7.
O que vocé aprendeu agora, € que nae importa a ordem dos vetores
tomada para fazer o produto escalar ¢ nimero real encontrado serd o mesmo.

Veja:

Exemplo 2

Dadososvetores? = (3,1,—2)el = (4,—3,6):
P-iU=3-4+1-(—-3)+(-2)-6=-3
e
i

T=4-3+(-3)-1+6-(-2)=-3

NU-(U+W)=1-U+ 7 -W(o produto escalar & distributivo em relagio a

adicdo de vetores).




Geometria Analitica c-ad

Demonstracao:
Calculando ¥ - (U + w):

T-(U+W) = (ay,by,c,) (ay +as, by + by, c; +¢3)
=ay(a, + az) + by (b, + by) + c1( ¢+ ¢3)
e como a multiplicagdo de nimeros reais & distributiva em relacio a adicio de
numeros reais.
V- (U+W) =a,a,+ayQ3 + byby+ bibg+ €10+ ¢,C3
organizando convenientemente:
V- (U+W) = (aya, + by, + ¢,6;) + (ay03 + byby + ¢,63)

=VU-U+7-W

Exemplo 3

Sejam¥ = (1,2,—3), 4 = (2,—4,5)ew = (1,0,2) . Vamos ilustrar a
propriedade 3:calculando - (W + W) e v-u + v - w.

Solucao:
v-(@+w) =(1,2,-3)-(1,-47)

=1—-8-21=-28.

veu+v-w=(12-3)(2—-45 +(1,2,-3)-(-1,0,2)
=(2-8-15)+(-1+0-186)

=-21-7=-28

&) (md)-Z=m@G-D) = L+ (md).

Demonstracao:

Vamos mostrar (m%) -u = m(v - u):
(m?) i = (may,mby, me;) - (az,by,cz)
= (may)a; + (mby)b, + (mey) ey
Como a multiplicacao de nimeros reais € assodiativa podemos escrever:
(mv) -4 = m(a,az) + m(b;b,) + m(cyc;)
=ml(a,a; + by b, +cy65)

=m(v -u).
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Atividade

Mostre m(v - 1) = u - (m?¥).

MODULO DE UM VETOR

O médulo de um vetor ¢ = (ay,by,cq) € 0 Nimero real nao negativo:

= =
.

e serd representado por |#]. Dai:

7] =+7v- o

Em termos das componentes do vetor © = (aq,by,¢;) podemosescrever

17l = V(ay,by.c1) (ay,by,eq)

| 7] = \/(a$ + b? + c3).

Exemplo 4

Se ¥ = (3,—2,4),entio

17l =3+ (—2)2 + 42 =9+ 4+ 16 =29.

Da definicio do médule de um vetor podemaos verificar a seguinte propriedade:

-7 = |o|?

para isso basta notar que pela definicao de mddulo de um vetor:

e elevando ambas os membros daigualdade acima ao quadrade, obtemos:

-7 =%
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Atividade

N Proveque [z +ul=|#?+2-7-u + |ul?
2)Proveque |t —ulP =712 —2-%-u + |ul?

3 Prove que |z — a2 = (v + ) - (v — u).
ANGULO ENTRE DOIS VETORES

. - = . 5
O produto escalar entre doisvetores v e wnos permite calcular o angulo

porelesformado. Sejam ¥ e W vetoresndo nulos e & o angulo entre v e u:

< |

Lembre-se que 0 =@ <.

A diferenca de vetores ¢ —u e 0 dngulo entre esses dois vetores se
relacionam como sugerido na figura a seguir:

< |
T
c

—
u
. . . . . - — = —
asmedidas dos lados do tridngulo da figura acima sio |o|, |ul e |[v — ul.
Aplicando a lei dos cossenos aotridngulo, obtemaos a sequinte relacao:
| — %)% = |#1% + 11]? — 21| - |ulcos@
a atividade 1, desta aula, nos permite escrever:
712 —2-v-u+ |ul? = |92+ |¥)% — 2|¥] - |dlcos®

e efetuando os cilculos:

v-u = || |u|cosd

o que nos da uma relacdo entre o produto escalar de dois vetores e o angulo

por eles formado.

1

1
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Calcular o angulo entre svetores ¢ = (1,—1,—-2) e 4 = (2,1,—1).
Solucao:
De acordo com arelagdo

7.1 = |9 |ilcos®

(1,-1,-2) - (2,1, -1) = 12 + (—1)2 + (—2)2- Y22 + 12 + 12 - cosh

efetuando os cilculos temos:

3= \-"E . V{E -cosf
e dai
cosl = —=—
6 2
portanto

8 = arc cosi = 60"

Observacoes:

Como |#| = 0e |z = 0.Aigualdade % % = |#| - |U]|cosf nos permite observar que:

1)Se -4 = 0, entdo cosf é umnumero positivo, o que implica 0° < 8 < 90°.

<l

_
U
2)Sev-u < 0,entio cosf é umnumero negativo, o que implica 90° < 8 <

180°.

<l

cl

3)Sev-u =0, entio cosh éigual a zero, o que implica @ = 90°.
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Neste caso, dizemos que os vetores ¥ e 4 sdo ortogonais e denotamos por # L
u.Podemos enunciar o seguinte resultado:

CONDIGCAO DE ORTOGONALIDADE

- - 4 P - -
Daois vetores v e u sid0 ortogonais se, e somente se,0 produto escalar deles é

nulo,isto &, ¥-u = 0.

Exemplo 6

Osvetores v = (1,—2,3) e 4 = (7,5, 1) sio ortogonais.
Solucao:

Basta verificar que o produto escalar de v e % é nulo:

3

v-u=1(1,-2,3)-(7,51)=7—10+3=0.

Exemplo 7

Dados os vetores © = (2,—3,4)e u= (—1,m, 2) determinar m para que os
vetores ¥ e I sejam ortogonais.

Solucao:

Pela condicao de ortogonalidade de dois vetores queremos que

=+ =
v-u =0

Entao,
(2,-3,4)-(-1,m,2) =0
—2—-3m+8=20

Im =6

m = 2.




Produto Escalar

Atividade

Faga uma pesquisa sobre a proje¢ao de um vetor sobre outro.

Lista de Exercicios

1) Dados osvetores® = (3,0,1), 4 = (+.—-13) ew = (2, 2, -2} calcular

a)v-u (v escalar u)

biw-w (uescalar w)
PP (v escalar v)

2) Dados #=(2,-3, x) ¢ ©=(5-32). Qual o valor de x para que

¥ escalar u s=ja iqual 47

- + =+ .1 -+ —+
3) O angulo entre os vetores v e u e ;T sabendo= que || =3 e |ul =4

Calcular

+ 4
ajv-r

I + =+ = =
4d) Dados os wetoresunitarios v, uew e sabendo que v +u+w =0 |, caleoular

+ = = = = 4
Prut+u-wtwer.

5) Qual o valor de x para que ovetor ¥ = (2, —1,x — 3} seja ortogonal ac vetor

i=(3-24)7

- + =+ . - + =
&) D anquloente oswetoresve u e calcular o anguloentre os vetoresv +ue

¥ — 1, sabendo-= que |#] =v3e lul = 1

7] Sejam Te U vetors distintos Moste que, = PHUE perpendicular a P —1u,

entao|#] = |1l

8) Dado umn triangule de wertices A{—1,—-2,4), B(—+.-2,0)  {(3,-2,-1),

determinar cangulo interno do vértice B, Es= trianqulo € isosazkes?
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Produto Vetorial

Dados os vetoresv=(a, b, c)eu=(a, b, c) o produto vetorial de_Vpor vé
o vetor w= (b ¢,-c,b,a,c-a,c,a b,-a,b). O vetor W é indicado por_v>>< Uese
le“V vetorial "

Podemos escrever o vetor v X u como segue:

VxU= (b,c,-b,c,)i+(a,c-a,c,)j+(ab,-a,b )k

e podemos expressa-lo na forma de um determinante:

=
[

by ¢y
by ¢

€y Oy
€z Oz

iy
iz

=

i+

= = =
VX u= 1+|

L=
B3

Entao, uma forma de memorizar a férmula do produto vetorial v x u é calcular
o determinante

= = -
]k
a; by oy
a; by ¢

como se fosse um determinante sobre o conjunto dos nimeros reais.

Exemplo 1
Sejam V= (3,2-1)e U= (-1,3,4) vetores, calcule VXU
Solucdo:
- - i’ '? E
vXu=|3 2 -1
-1 3 4
-+ —= < = T 7 =+ =+
vxu=8i1+7+9% +2k+31—-12
Txi=111—11]+ 11k

Propriedades do Produto Vetorial

Estudaremos algumas propriedades do produto vetorial.
. > > ,
Sejamv=(a,b,c)elu=(a,b,c,)vetorese mum nimero real.

1)VxV=0, qualquer que seja o vetor V. (O produto vetorial de um vetor por
ele mesmo sempre é igual ao vetor nulo)

Demonstracgao:

Sev= (a,b,,c,) entdo pela definicdo do produto vetorial
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Produto Vetorial

=+ = o
T ]k
= =
vHEPr= oy bl €y
ay by o

(bycy — IE3"1"31}-1,"‘ (a,c; — ‘1151}.?"‘ (ayby —a by )k

=i

»
il
I

% X % = 07 + 0] + 0k = (0,0,0).

Demonstracao:
= = s
L J  k

= —

THU= ﬂ'l bl (,'1
a;, by ¢

B X% = (byc, —byey)i+ (@ge; — aye)j + (asby — ‘1251}3;

e
i ]k
-3 >
uUXpr= sy Elz Cqy
a; by ¢
—3 -+ -+ -3
UXy=—v XU

= —

N oX(U+W)=UXU+DXW

Tente demonstrar!

Atividade |

= =
i ] k
5 -
4) (mv) Xu = |ma, mb, mc,
g b, Cg

Demonstracdo:
(m) X u = (mbyc, — mbyc, )i + (maycq —mayc,)j + (mayby —

ma, bi}ﬁ
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e colocando o m em evidéndcia:
(m¥) X u= m[(bicz - bzcl}_f+ (ayecy — alcz}f+ (a,b, — azbl}E]

(m¥) X & =m(¥ X ).

= . - -3
5)Se v e usiocolineares, entio v X u = 0.
Demonstracdo:
Osvetores v e u sio colineares se existe um numero real mtal que
- -
u = mwv
dissa:

2 = ( ma,,mb,, me,)

logo:
o
1 j ke
=+ —+
THXU= Q,l bl (:1

ma, mb; mey

X7 =0i+0]+0k

6) 7 X 1 é ortogonal simultaneamente aosvetores ¥ e 4.

Demonstracao:

Pela condicdo de ortogonalidade, visto na de Produto Escalar, devemas
mostrar que ¥ - (¥ X 1) = 0 {garante que ¥ X ué ortogonal a ¥) e - (¥ X ) =

0 {garante que ¥ X 4 & ortogonal a ).

Sabendo que
% X1 = (byc, — byc)i+ (aye, — ayc,)j + (ayb, + ayby)k
PXU= (bye; — byey,a,60 — a6y, a.b, + ashy)

fazemos

v '[1_; X ﬁ’} = ‘11'[51‘72 - IE"2'31} + IE"1":‘12"31 - ‘11‘72} +cy(asb, +a,by)
e efetuando as contas obtemos
7. (X)) =0

Agora,faca - (¥ x ), é andlogo!

Exemplo 2

Vamos ilustrar a propriedade 6 com um exemplo. Se & = (1,—2,4) e

i = (2,3, —3)temos:

LN

= 61+ 117+ 7k

e
b4
21
Il

j ok
-2 4
3 -3

B =
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Produto Vetorial

Esse vetor é ortogonal simultaneamente aos vetores o= (1,—2,4) e

1 = (2,3,—3).Vamos mostrar que © X u ¢ ortagonal ao vetor ¥

(P xu)=(1,-2,4)-(-6,11,7) = —6—22+ 28 = 0.

A propriedade sequinte relaciona o produto escalar com o médulo do produto

vetorial.

Atividade Il

Mostre que:

B X B? = BEER = (3 5)2

A propriedade a seguir nos dard a oportunidade de estudar uma

aplicacdo do madulo do produto vetorial.

7) Se ¥ e u sio vetoresndo nulos e @ é o dngulo entre os vetores v e,
entdo

|% % 1| = |2 - |ui|send

Demonstracdo:
A atividade anterior garante
17 x ul* = 512Ul — (% -u)?
e sabermos da sobre o Produto escalar que ¥ - u = |9| - || cos#, entio:
17 x ul* = 191%ul® — (1#lilcosd)?
1% x ul* = |#1%1ul? — |171%|ul? cos?8
|2 % )2 = |22 ul? (1 —cos?6)
|# % )2 = |22 |u|*sen?®
Dai, retirando a raiz quadrada em ambos os lados:

|# % 1| = |2||ul send

Note que: v sen?d = senf. POR QUE?
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Aplicacao do Médulo do Produto Vetorial

. ~ > o> > >
Sejam v e u vetores nao nulos. Se escrevermos v=AB e u=AC é facil notar que
esses vetores determinam um paralelogramo ABDC, veja a figura a seguir:

=1

Vamos mostrar que o médulo do produto vetorial dos vetores Veué igual a
area do paralelogramo ABDC.

Na anterior, observamos que a medida da base do paralelogramo ABDC é o
modulo do vetor_\7|nd|cado por | v | Também se 6 é o angulo entre os vetores v
el veja a figura a sequir, a altura do paralelogramo ABDC é h = | u | senb. Entao,
indicando a area do paralelogramo por A, segue que:

= (base)-(altura)

A =|v|[U]send
p

A propriedade 7 do produto vetorial € a identidade

|7 % u| = |7||u|send

Dissao,

A = | xul

Exemplo 3
Dados os vetores © =(0,5,0) e ©=(0,0,4). Calcule a area do
paralelogramo determinado pelosvetores # e 1.

O paralelogramo determinado pelos vetores ¥ e u tem base [#|=5e

altura 4. Logo a sua area ¢ A, = 4-5=20. Vamos agora usar o modulo de

produto vetorial ¥ X % para calcular a sua area

-+ —
VXU =

[T o RN
=R T BT

e

| x 1| =202 =20
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O exemplo anterior ilustra uma situacao favoravel ao célculo da é4rea do pa-
ralelogramo usando as dimensdes da base e a altura. Mas nem sempre a posicao
dos vetores no espaco que determinam o paralelogramo é favoravel ao célculo
da 4rea dessa forma. Veja o seguinte exemplo:

Exemplo 4

Calcular a érea do paralelogramo determinado pelos vetores v =
(1,2,3)eu=(3,-3,2).
Solucdio:
Sabemos que:
_ =2 —
A, = |[& = 2

Vamos calcular o produto vetorial primeiramente:

=)

b ==l

= =
rTHXU=

Lo

Dai,

"
A, = | % |

A, =132+ 72+ (—9)2

A, =v169+ 49+ 81

v

Produto Misto

Ja aprendemos que para vetores Jew no espaco, o produto vetorial
UXxw ainda é um vetor no espaco. E também, ja sabemos que o produto escalar
de dois vetores é um numero real. Agora, faremos o produto escalar de um vetor
Vpor_ﬁx W, obtendo-se um numero real

|5 (@ xw)|

que sera representado por (_\7, u_) _v>v) e é denominado o PRODUTO MISTO dos
vetores_\7,b)e_v>vtomados nesta ordem:

| G, ) = 5 - (@)
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Sejam ¥ = (ay, by, ¢,), 1 = (ag, by, c,) & W = (g, by, £5) temos:

a, b,
as by

b, ¢,
by ¢

s (e =
—= — = 2 2] =
UXwWw = 3 | k

€3 g

que pode ser escrite na forma de componentes

axw=( a b

a; by

b, ¢,

|€2 ﬂ,zl
» »
bS Cq

C3 dg

)

= = =
E calculando o produto escalar dosvetores v & u X w temos:

Bo@xw) =q|2

€y Oy sy bz
+b; e a +cy
1 €3 3 3 a.

3 E:'E.

mas o membro direito da igualdade acima € o desenvolvimento do seguinte

determinante

a; by ¢
a; by ¢
ay by ¢

Nerifiquel

Disso, uma forma de se calcular o produto misto #- (7 X w) é

calculando o determinante acima, isto é:

Propriedades do Produto Misto

Uma propriedade muito importante do produto misto é a seguinte:
> > > , . ~ .
1) (v, u,w)=0se um dos vetores é nulo, se dois deles sdo colineares, ou se os
trés sdo coplanares.

i) Suponha, que ¥ = (0,0,0).Entéo:

0 0 0
a, b, ¢
az by ¢

(@.a,w) =

e -+ - . = -+ —3 n
i) Suponha queve usionaonulose v = m - u.Entao:

L ma, mb, mc, a, by ¢
(Tu,w)=| a, b, &, |=m-la; by e|=m-0=0
gy by C3 a; by ¢
- - —

iii) Se v,u,w sdo coplanares, isto &, pertencentes ao mesmao
— — — —

plano, comeo o vetor u X w € ortogonal aos vetores u e w,

entiow X w serd tamhém ortogonal ao vetor #. Veja a figura a

sequir. Disso e da condicdo de ortogonalidade:

(Fuw)=v-(Uxw)=0
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-

WX w

e

Exemplo 5
Osvetores ¥ = (3,1,—2),1 = (2,0,4) e w = (3,—1,5) ndo sio
coplanares.
Solucdo:
3 1 -2
Como (B,mw)=1[2 0 4[=18%0
3 -1 5

. - - =3 —3 ™ ™
Logo, de acordo com a propriedade acima, v,u, wnao sao coplanares.

Exemplo 6

Qual deve ser o valor de a para que osvetores ¢ = (1, a,—2),
=(3,0,—4)ew = (—2,1,3) sejam coplanares?

Solucdo:

Para que ¥, %, w sejam coplanares devemos impor que (7,2, w) = 0.

1 a —2
3 0 —4|=10
-2 1 3

Ba—6+4—9a =10
—a =2

a=-—2.

Aplicacao do Médulo do Produto Misto

Uma aplicacao interessante do moédulo do produto misto é o calculo do volu-
me de um paralelepipedo.
~ = > > > . ,
5 Trés vetores ndo nulos v, u e’'w determinam um paralelepipedo. Escrevendo
_> 9
v=AB, J=ABew=AC Observe a figura:




1
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Uxw

Indicando por V, o volume de um paralelepipedo ja sabemos que:

V, = (drea da base).(altura)
Mas observe que a base de um paralelepipedo é o paralelogramo
determinado pelosvetores 1 e w, e vimosque a irea desse paralelogramo é
igual ao médulo do produto vetorial de  por w:

A, =luxwl
Seja 8 0 dngulo entre osvetores e i X w. Como o vetor L X w é

perpendicular a base, a altura h do paralelepipedo é h = |¥ ||cos8)|.

Entao:

v, = lu xw ||2 ||cosB).
Podemnos escrever

v, = |2 ||z % w ||cosB|
Mmas Como

v-(uxw)=17|luxw|cosb
temaos gque
17 - (@ xw)| =17 ||d xw | |cos8|

Disso

2. T
I-';,—lv (wxw)| = |(¥uw)l
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Exemplo 7
Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores
7 =(2,1,1),
n=(2-2,3)ew=(0,1,3).
Solucao:
Comao
2 1 1
(vuw)=[2 -2 3|=-12+2—-6—6=—-22
0 1 3

ovolume do paralelepipedo

T T e I _
If;—lv (uxw)| =|(v,uw)| =|-22| = 22.

Lista de Exercicios

1) Dadososvetores © = (3,0,1), % = (4,—1,3) e w = (2,2, —2), calcular:
a)vXu (vvetorial u)

bluXw (uvetorial w)

Aw XU (wvetorial u)

d)# x & (vvetorial v)

-

e - -3
2) Os vetores ¥, u e w verificam a condicio ¥ + 2 +w = 0. Demonstre que

= —= = —3 — =
vTHXU=TUXwWw=wxu.

3) Encontrar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores v = (3.2,4) e

i=(2-1,-2).

A)Calcular a area do paralelogramo definido pelos vetares ¥ = (3,2,1) e
u=(2,-1,1)

5) Dados os vértices A(1,2,0), B(3,0,—3) e €(5 2,6). Calcular a area do

triangulo ABC.

6) Dados os vértices 4(1,—1,2), B(5,—-6,2) e C(1,3,—-1) de um tridngule,

calcular o comprimento da altura tracada do vértice B sobre o lado AC.
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7) Sabendo que 2| =2, |lul=5e que o dngulo entre Vel éde 45° calcular

. ) =
adrea do paralelogramo determinade pelos vetores v e u.

8) Determinar o valor de m para que o vetor w = (1,2,m) seja ortogonal

simultaneamente aos vetores ¥ = (2,—1,0) el = (1, -3, —1).

9) Dados os vetores v = (3,0,1), U= (4,—1,3)e W= (2, 2,-2), calcular:

a) (0,1, w) b) (¥,1,1 )
o (3,%,1) d) (%,14,0)

10) Os vetores 7 = (3,-2,1), U= (2,1,2) e W= (3,1, —2) sdo coplanares?

Justifique.

11) Determinar x para que os vetores v =(2,3,—-1), u =(1,—-1,3) e

w = (1, 9,x) sejam coplanares.

12) Os quatro pontos A(1,2,—-2), B(0,1,5), €(—1,2,1) = D(2,1,3) se

encontram em um mesmao plano?
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Retas

Equacoes da Reta no Espaco

Agora que vocé ja estudou vetores no espaco vamos associa-los a equacgoes
de retas no espaco. N6s dizemos que um vetor é paralelo a uma reta quando a
reta que o contém é paralela a essa reta. Observe a figura 1:

Figura 1. Vetor v paralelo aretar.

Uma reta no espaco coordenad_g estd determinada por dois pontos distintos
P e Q desta reta. Tomemos o vetor v.com origem na origem O do sistema de co-
ordenadas e paralelo ao vetor PQ contido na reta. Observemos que o vetor vé

N . N . ~ >
paralelo a reta, dessa forma associamos a reta uma direcao dada pelo vetor v E
Também a essa reta associamos um ponto P sobre ela.

2k

0

‘ L]
/ -_.11

Figura 2

Agora, fixado um vetor ndo nulo _\7e um ponto R fora da reta que contém _\7
existe uma Unica reta passando por R que é paralela ao vetor V.

Dessa forma, uma reta fica determinada por um ponto sobre ela e um vetor
paralelo a ela e reciprocamente, um vetor nao nulo (_V;t 0) e um ponto fora da reta
que contém o vetor determina uma unica reta.
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Vamos deduzir uma equacdo analitica para uma reta no espaco utilizando a
notacao de vetores.

Tomemos um ponto P sobre a reta e um vetor nao nulo _v>paral_el>o areta.Um
outro ponto Q no espacgo pertence a essa reta, entao os vetores PQ e V séo pa-
ralelos, e pela condicdo de paralelismo de dois vetores, ja estudada, existe um
numero real t tal que:

_’ _’
PQ=tv.t eR

A equacéo deduzida acima é denominada EQUACAO VETORIAL DA RETA.

O vetor v paralelo a reta é denominado vetor diretor da reta

Observe que a cada valor real atribuido a t obtemos um ponto da reta, e
quando t varia de menos infinito (-e0) a mais infinito(+e) descrevemos todos os
pontos da reta.

Exemplo 1

Encontrar a equacao vetorial da reta r que passa pelo ponto P(1,2,0) e

é paralela ao vetor ¥ = (2,3,3).
Solucdo:
Lembre-se que:

ﬁ = @ — P em termos de coordenadas, se Q(x,y, z), temos:

ﬁ =(x,y,z)— (1,2,0)=(x—1, y—2, z)

e a equacdo vetorial dareta PQ = t7,t € Rfica(x— 1,y — 2,z) = t(2,3,3),

te R



Retas

a) Fazendo t=0 na equacao vetorial encontrada, (x-1,y-2,2)=(0,0,0), obtemos
x=1, y=2 e z=0, ou seja, obtemos o ponto P da retar.

b) Ao atribuir um valor real a t obtemos um ponto da reta r. Por exemplo, para
t=3:

(x-1,y-2,2)=3(2,3,3),

ou seja,

(x-1,y-2,2)=1(6,9,9)

e dai

x=7, y=11ez=9

Obtemos o ponto Q(7,11,9) sobre aretar.

c) Por outro lado, dado um ponto R (x, y,, z,) no espago podemos determinar
se ele pertence ou ndo a reta r. Por exemplo, o ponto R (4,1,3) pertence a reta r?

Temos que verificar se existe ou ndo um numero real t tal que:

(4-1,1-2,3) =t(1,3,3), que € o mesmo que

(3,1,3) = (t,3t,3t),isto é

3=t
—1 =73t
3 =3t

Como para satisfazer as trés equagdes anteriores t ndo assume um Unico va-
lor, entao o ponto R (4,1,3) nao pertence aretar.

Agora, vamos estabelecer mais um tipo de equacdes para a reta. Lembre-se
que a equacao vetorial da reta é: PQ = tv,

onde P é um ponto sobre a reta e V é um vetor paralelo a reta. Em termos de
coordenadas, fazendo P (x,, y,, z)), Q (x,,2) e V=(a,b,c) podemos fazer:
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PQ=td,t ER

= Q0-P=tr,t € R

= (x,v,z) — (xp¥p2p) = tlab,c),t ER

= (x—x0V— ¥p2—2p) = (at,bt,ct),t € R
dessa ultima igualdade temos:

x—xg=at, y—y, =bt, z—zz=ct,t E R

= DDCIE'['I"IDS escrever:

x=x,tat
{y=}rﬂ+bt, teE R
z=zy+ct

gue sao as eguacoes parametricas da reta.

Nota: t é denominado parametro da reta

Exemplo 2

Encontre asequacdes paramétricas da reta que contém os pontos
P (1,3,2)e Q(—2.3,5).

Solucdo:

Um vetor diretor da reta é & = PQ = (—3.0,3) um ponto sobre a reta é

P (1,3, 2). Substituindo nas equac des:

X =x, tat
{J’=J’u+bt¢
z=zp+tct
encontramaos:
x=1-—3t
y=3
z=2+4+ 3t
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X
Figura 4.

Nesse exemplo, poderiamos ter escolhido o ponto Q(-2,3,5) sobre a reta e as
equacgoes paramétricas seriam:

x=—2—3t
y=3
z=5+3t
Um pouco mais... x=1-—-3t
A reta do exemplo 2 com equacgdes paramétrica y=3
é paralela ao plano coordenado xz. Por qué? z=24 3t
x=1— 3t x=—2—3t
(I):y v=3 teE R (11): vyv=3 teR

As equacbes acima sao diferentes, mas descrevem a mesma reta. Atribuindo
o mesmo valor de t em ambas as retas, encontramos pontos diferentes sobre a
mesma reta. Por exemplo, quando t=2 obtemos o ponto R(-5,3,5) nas equacoes
(I) e 0 ponto S(-8,3,11) nas equacgoes (Il). Mas ambos os pontos R e S pertencem
areta.

Mostre que o ponto R pertence a reta cujas equagdes paramétricas sao:

x = —2— 3t
y=23 , tE R
z=5+3t
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Duas retas no espaco podem ser paralelas, concorrentes ou reversas:

L=
/

(1) Retas paralelas (21 Retas concorrentes {31 Retasreversas

RETAS PARALELAS

Sejam r e s retas no espago com vetores diretores v, e v,, respectivamente. As
retas r e s sao paralelas se, e somente se, 0s seus vetores diretores sao paralelos.
Veja a figura:

<)

-
x

Figura 8
Exemplo 3

Asretas

x=2+4+3t x=—1— 6t
{Tl}:[:;F=5—2t e '[TZ}:{}T=2+4t
=—6+t z=—2t

sio paralelas, poisumvetor diretor da reta ry € %, = (3,—2,1) e umvetor

diretor da reta », é v, = (—6,4, —2) e notemos que:

=+ =3

c-ad
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RETAS CONCORRENTES

Duas retas sao concorrentes no espago, r, e r,, sdo concorrentes se elas se
interceptam em um ponto.

Exemplo 4
x=3—2t x=3—12s
(m):iv=4+41t (n):yy=24+3s
z=05—3t = —4 + 65

As retas acima sao concorrentes.

Primeiramente, observemos que o vetor diretor da reta r,_\77=(—2, 1,-3) ndo é
paralelo ao vetor diretor da retar, _v:=(—2,3,6), garantindo assim que as retas nao
sao paralelas.

O sistema

;fx =3 — 2t

y=4+t

z=5— 3t

x=3— 2=

y=2+4+ 3=

\z =—4+6s
3—2t=3-—12=5
4+t=2+13s

5—3t=—4+ 65

tem solugao x=1, y=5 e z=2. O ponto P=(1,5,2) pertence as duas retas, garan-
tindo assim que elas sao concorrentes.

RETAS REVERSAS

Duas retas r, e r, que nao sao paralelas ou concorrentes sdo reversas.
Exemplo:

x =242t x=3+ 4=
(ry):y¥y=3—-5t (rp):{ v=2s
= —1-—72t z =3 —b5s

As retas acima sao reversas.
Primeiramente, observemos que as retas ndo sao paralelas, pois os vetores
. > > . ~ ~
diretores v.=(2,-5,-2) e V,=(4,2,-5) das retas r, e r, respectivamente, ndo sao para-
lelos.
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O sistema
rx = 24 2t
y=3-—5t
_{z=—1—2t
x=3+4s
y =12=
“\z=3—5s

nao possui solucao, indicando assim, que as retas nao sdao concorrentes.

Quando duas retas no espaco sao ortogonais?

Lista de Exercicios

1) Escreva as equacdes paramétricas da reta definida pelos pontos A(1,-3,-4)
e B(3,5,-2)

2) Escreva as equagOes paramétricas da reta que contém o ponto A(1,-3,-4) e
é paralela ao vetor V=(3,-1,4)

3) Escreva as equagOes paramétricas da reta que contém o ponto A(2,-1,3) e é
paralela a reta cujas equagOes paramétricassao  fy = 3 + 2t

y = —3t
z =214t

4) Encontrar as squagées paramétricas da reta que passa pelo ponto A(1,-3,2)
e tem vetor diretor v=(4,-2,5).

5) Dada areta ¥ =3 — 2t
riey = 1— 3t, faca:
z=4 4+t

a) citar um vetor diretor da retar.
b) Encontrar o ponto da reta r cuja abscissa é 3.
¢) O ponto P(1,-2,3) pertence a reta r? Justifique.

6) Achar as equacgdes paramétricas da reta que passa pelos pontos A(2,-1,4)

e B(3,2,-1).
7) Determinar a equacao da reta que passa pelo ponto A(2,1,-3) e é paralela
areta
x=2—t
sy =3+ 4t
z=1-2t
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8) Justifiqueque as retas abaixo sdo paralelas

x =3 —4t
riqy = 2t m%5=%z=—%
z=1+ 5t

9) Defina o valor de m para que as retas abaixo sejam ortogonais.

— 49y x =24 3t

T Y s: =1-—2t
t=3+nm Y

z =3+ 4t
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Planos no Espaco

> Sejammum plano. Suponha que n= (a,b,c) é um vetor normal ao planom,isto é,
n é perpendicular a todo vetor paralelo ao planom, e, também, seja P(x, y, z) um
ponto do plano 1. A condig¢do necessaria e suficiente para que um ponto P(x,y,z)

do espaco esteja nesse plano é que /_"r)seja ortogonal ao vetor P P. Veja a figura:

.z . > > . .
Mas, ja sabemos que ao dizer que os vetores n e P, P sao ortogonais significa

que o produto escalar entre eles é nulo.
> R e o .
Fazendon=(ab.c)eP,(x,y,z)ePlxyz),entdon-P P=0nos permite escre-
ver:
(a,b,¢)-(x-x,y-y,z-2)=0
ou ainda

alx —x )+ bly— wl+elz—z,) =0

que é chamada equacao cartesiana do plano .
Na equacdo cartesiana do plano

alkx-x,)+ b(y—yo) +c(z-2,)=0,

podemos efetuar os célculos e obter

ax + by +cz-ax,-by,-cy,=0

e escrevendo - ax,- by, - cy,= d, obtemos

qu+£:ry+cz+d=ﬂ|

que é denominada equacao geral do plano m.
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Planos no Espaco

Exemplo 3

thenha uma equagao geral do plano mm que passa pelo ponto P (7,-3,2) e tem
n =(2,4,-5) como vetor normal.

Solugdo:
Para encontrar uma equacdo do plano precisamos conhecer um vetor normal
ao plano e um ponto do plano:

vetor nermal: 7 = (2,4, —3)

Fi :{
ane ponto: PBy(1,-3,2)

A equacao deduzida anteriormente é
alx-x)+bly-y)+clz-z)=0

o0 >
vamos substituir as coordenadas do ponto A e do vetor normal n:
2(x-1)+4[y-(-3)]+(-5) (z-2) =0,
podemos ainda, efetuar os calculos e obter:
2X+4y-5z+20=0
que é a equacao solicitada.

Atividade |

Encontre uma equagao para o plano que passa pelo ponto P, (1,-3,2) e € nor-
mal ao vetor i = (1,0,0). Esboce esse plano.

Encontre uma equagao para o plano que passa pelo ponto P, (1,-3,2) e é nor-
mal ao vetor j=(0,1,0). Esboce esse plano.

Encontre yuma equagdo para o plano que passa pelo ponto P (1,-3,2) e € nor-
mal ao vetor k=(0,0,1). Esboce esse plano.

0b_s>ervag&o: >
Se n =(a,b,c) é um vetor normal a i, entdo qualquer vetor tn, tz0 é também
normal ao plano m. Basta que vocé observe que n e tn tém a mesma direcao:

tn

—*
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. - >
Se vocé substituir o vetor normal n normal ao plano por tn obtemos a mesma
equacao para o plano. Veja o exemplo 2 a seguir.

Exemplo 2

Encontre a equacdo geral do plano m que passa pelo ponto A(1,-3,2) e tem

> .
, m= (6,12,-15) como um vetor normal. (leia 0 exemplo1 desta aula e note que
m=3n).

Solugdo:

Comom= (6,12,-15) é normal a T, temos a equacao:
6(x-1)+ 12 [y - (-3)] + (-15)(z-2)=0,

e efetuando os célculos:

6x+12y-152+60=0

podemos escrever

2X+4y-5z+20=0

que é a mesma equacao obtida no exemplo 1.

Observacao:

Seja 1 um palno cuja equacao é ax + by + cz + d = 0. E importante notar que
os coeficientes a,b e c das variadveis, x,y e z, respectivamente, representam as com-
ponentes de um vetor normal ao plano.

Exemplo 3

Cite um vetor normal ao plano 5x -3y +2z-4=0

Solugdo:
Os coeficientes das varlavels X,y € z sdo 5,-3 e 2 respectivamente, assim um
vetor normal ao plano é n= (5,-3,2).

Um pouco mais...
Se vocé trocar o ponto P, por onde o plano passa, por outro
ponto A do mesmo plano, os valores a,b,c e d da equagao se alteram?

Atividade ll

Obtenha uma equagdo geral do plano m que passa pelo ponto P, (-1,-2,2) e
tem n= (2,4,-5) como vetor normal. (Compare com o exemplo 1)
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Trabalhando com a Equacao

Para obter pontos de um plano que tem equacao

ax+by+cz+d=0,

basta atribuir valores arbitrarios a duas variaveis e calcular o valor da outra na
equacao dada.

No EXEMPLO 1 encontramos a equacgao geral 2x+4y-5z+20=0 para o plano
que tem vetor normal _rT=(2,4,—5) e passa pelo ponto A(7,-3,2). Para determinarmos
outro ponto deste plano, vamos fazer x=4 e y=3 na equacdo anterior e teremos:

2-4+44-3-52+20=0

8+12-5z4+20=0

-5z=-40

z=8

e, portanto, o ponto P(4,3,8) pertence ao plano.

Para determinar se um ponto do espaco pertence ao plano, basta substituir
suas coordenadas x,y e z na equacao e verificar se ela é satisfeita. Por exemplo, o
ponto R(1,-3,2) pertence ao plano 2x+4y-5z+20=0, pois

2-1+4-(-3)-5-(2)+20=0.

Ja o ponto 5(3,2,-1) ndo pertence ao plano, pois

2:3+4-(2)-5-(-1)+20=6+8+5+20=39=0.

Atividade lll

Existem varias formas de se determinar um plano, vejamos algumas:
1) Trés pontos nédo colineares determinam um plano;

2) Duas retas paralelas determinam um plano;

3) Duas retas concorrentes determinam um plano.

Lembre-se que para encontrar uma equacao de um plano precisamos conhe-
cer um vetor normal ao plano e um ponto do plano, para cada um dos casos cita-
dos anteriormente, diga como vocé encontra um vetor normal ao plano.
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Lista de Exercicios

1) Encontre a equacao do plano que passa pelo ponto A(2, -1, 3) e tem vetor
normal 71 = (3,4,5).

2) Cite um vetor normal e dois pontos do plano 3x-y+4z-6=0.

3) Dado o plano 2x-4y-3z+4=0. Encontrar:

a) O ponto do plano cuja abscissa é 3 e ordenada é -5.

b) O ponto do plano cuja ordenada é -1 e cota é 4.

¢) O valor de m para que o ponto P(n,2n,3n) pertenca ao plano.

4) Achar a equacao do plano que passa pelos pontos A(3,-1,2), B(1,0,4) e C(2,-
2,1).

5) Determinar a equacao do plano que passa pelo ponto A(7,-3,2) e é paralelo
ao plano 2x-3y+z-5=0.

6) Justifique a seguinte afirmacao:
Os planos 2x+y-2z-1=0 e 4x+2y-4z-4=0 sao paralelos.

8) Achar a equagao do plano que passa pelo ponto A(7,-3,2) e é perpendicular
areta r =2 — 7t
*.r':{

vy =3t
z=1+4¢
x=2-2t
9) Determinar o ponto de intersecdo dareta #: §¥ = 3t
z=1+4t

10) Encontrar as equacdes paramétricas da intersecao do dois planos 2x-
-y+3z-5=0 e 3x+y-2z-1=0.

11) A reta x =2 —2f estscontida no plano 2x+3y-4z-5=07
ey y=1+3t
z=3 +4¢
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Angulos

Angulo Entre Duas Retas

. . > > . A
Sejamr e s retas com vetores diretores v e v, respectivamente. O dngulo entre
asretasre s éomenor angulo entre um vetor diretor de r e um vetor diretor de s.

Sendo 6 este angulo observamos que 0<6<n/2 e disso cos 6 é um nimero
maior ou igual a zero e podemos escrever

— |;’3r'€3|
cos 8 == =
|| [egl
Exemplo 1
Calcular o angulo entre as retas
x=3+12t x=2-1
rijy=4-t 5:4y=3—-1
z=—t =4+t

Um vetor diretor daretar é_\Z=(2,-7,-7) e um vetor diretor dareta s é
> P
v=(-1-1,2). Calculando os seus modulos:
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7, = 22+ (—DF+ (—1)2 =6

16,1 = D)7+ ()7 + 22 =6
0 produto esalar entre®, e T,
V- P,=—2+1-2=-3

temos entao que

o |z, - &, -3 3 1
cos @ = = =—-=-
7.l - 12l Vé6-v6 6 2

e disso,

1 T
f =arccos-=-—.
2 2

Observacao:

Observe que as retas r e s sao ortogonais se, e somente se, v, - v, = 0.

Exemplo 2

Mostre que as retas abaixo sao ortogonais.

x=1-2¢ x=1+1t
r: wv=5+t sy =-1-12t
z=1¢ z =4

Solugdo:

Um vetor diretor de r é_v>=(—2, 1,1)

Um vetor diretor de s é v=(1,-24)
(_;alc_glando o produto escalar de v _por v,
v .v=-2-2+4=0,

logo as retas r e s sao ortogonais.
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Exemplo 3

Mostre que as retas abaixo nao sdo ortogonais.

x=2+3t x =3t
(r): y=4-—12t (5):yy=2—4t
=—t =1+t
Solugdo:

Um vetor diretor de r é V=(3,-2,-1)

Um vetor diretor de s € v.=(3,-4,1)
_C)aliulando o produto escalar de v por v
v -V =9+48-1=16%0,

logo as retas r e s ndo sao ortogonais.

~ . > > .
Dadas duas retas r e s ndo paralelas com vetores diretores v_e v, respecti-

y)amg)nte, uma reta p simultaneamente ortogonal a r e s tem a direcdo do vetor
Vr X Vs.

— =
v XV
ro s

e a reta fica determinada quando conhecemos um de seus pontos.

Exemplo 4

Encontre as equacdes da reta p que passa pelo ponto A(1,-3,4) e é ortogonal
as retas:
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x =2+ 3t

rryyv=— e s:lx—4y-32z=¢t1.3.0)
=4+ 2t

Solugdo:

>
Um vetor diretorde ré v =(3,-1,2)
Um vetor diretor de s é v =(1,3,0)
Calculando o produto vetorial de v por v.:

=+ -
-+ -+ L I k -+ -+ o
Vp XV, =| 3 -1 2=-6:1+2:4+10k
1 3 0

Um vetor diretor da reta p é _\Zx_\Z:(—6,2, 10). Para escrever as equagoes para-

métricas de p:

_{Fatur diretor: ¥ = (—6,2,10)
P ponto: A(1,—3,4)

dissa,

x=1-6t
pryy = =3+ 2t
z=4+10t

Angulo Entre Dois Planos

. e .o . A
Sejam 77, e m, planos com vetores normais n, e n,, respectivamente. O angulo
entre os planos 77, e 77, € o menor angulo que um vetor normal a 77, forma com um

vetor normal a m,




Angulos

Sendo 6 este angulo observamos que 0<6<m/2. Disso cos 6 é um numero
maior ou igual a zero e podemos escrever

-
In Mny 'ﬂzl
cusﬂ—w
Myl Mg

Exemplo 5

Determinar o angulo entre os planos
M :X+z+5=0
mM-X+y-22-3=0

Solucdo:

Um vetor normal ao plano m é n =(1,0,1)
Um vetor normal ao plano e77> (-1,1,-2).
Calculando os médulos de i, e n

Iyl =412 +12 + 02

il = /(=1 + 17 + (-2)* =6

- - =
Calculand o o produto escalarde ngeny

My fy=-1-2=-3
Disso,
H I'ﬁ']_ " 'ﬁ'zl |_3| 3
lnyl - Inl 4246 V12
T 23 V@ 6 2
e dai
T

8 = arcos — = —

Dois planos mermn,com vetores normais n e n respectivamente, sao perpen—
diculares se, e somente se, 0s seus vetores normals sao ortogonals isto &, n n =0.
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Exemplo 6

Os planos
m:2x-y+z+7=0 e
m,:x+y-z-2=0

sdao perpendiculares.

Solugdo:

Um vetor normal ao plano m, é n,=(2,-1,1)

Um vetor normal ao plano 1, é n_=(1,1,-1).
Calculando
n-n,=(2-1,1)-(1,1-1)=2-1-1=0

Como n,-n,=0 os planos sao perpendiculares.

Atividade |

Nesta aula, vocé aprendeu a calcular o angulo entre duas retas e o angulo
entre dois planos. Agora, faca uma pesquisa sobre angulo entre uma reta e um
plano.

Lista de Exercicios

1) Determinar o angulo entre as retas:

x =2t (x = 2t
a)riqy =—6+t e sy =—6+1t
z=1+1t L z=1+t
x=t (x =3
byr:qy =2 — 2t e sy =2+t
z=4+t \z = —3—1t

2) Qual o valor de m para que as retas abaixo sejam ortogonais?

x=mt — 3 x=1+2t
riiy =143t e syy=1+t
= —4t z=1-t¢

3) Qual o valor de m para que seja de 30° o angulo entre a reta

x=3+4 e a reta determinada pelos
r:y y=2+5t pontos A(-1,0,1) e B(0,n,3).
=1+ 3t
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4) Encontrar as equagdes paramétricas da reta que passa por A(2,-1,3)
e é simultaneamente ortogonal as retas

x=1 x=2+t
a)r:qv = 4+ 3t e sy =1+ 4t
=2+t z=2-2t

5) Qual o valor de m para que os planos 7m,=2x+3y-z+4=0 e 1m,=mx-6y+2z+3=0

sejam paralelos?

6) Determinar o angulo entre os planos
a) m =2x-4y-2z+2=0 e m =2x-y-z+5=0
b) m,=x-y+3=0 e m,=2x-y-z+4=0

7)Qualovalordemparaqueosplanosm,=mx+2y-6z+4=0e1,=2x+6my+4z+4=0

sejam perpendiculares?

8) Determinar ovalorde m paraque o dngulo entre os planos 7, =2x+ny+4z-3=0

e 11,=4x+5y+3z+1=0 seja de 30°.
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Distancias no Espaco
Tridimensional

Distancia Entre Dois Pontos

Dados dois pontos P(x, y, z,) e Q(x, y, z,) a distancia entre P e Q é 0 modulo
do vetor I%’ isto é,

d(P.Q) = [PQ|

PQ

—>
Sabemos que PQ=Q-P=(x,-x,Y,-y,2,-2,), e disso

PQ| = VO =X P+ (= )2 +H(Z— 207 , € portanto

d(P,Q) = 'w'r{xz —x )P (P (32 F

Exemplo 1

Cetermine a distanda entre os pontos P(2,-3.4)« @(3.—1.2)
Sofucao:

—
Primeiramente, vamaos determinar o vetor P,

P_é =Q—-P=(3,-12)—-(2.-3.4)=(1.2.-2), edisso

d(P.Q)=|PQ|= T+ 22+ (-2 =V9=3,

ou diretamente:

d(P.Q)=/G-27 +[-1 - (-3 +(2-2"
diP,Q)=~+1+4+4 =+9=3
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Distancia de um Ponto a uma Reta

Seja P(x, y, z,) um ponto qualquer do espa¢o e r uma reEa)deﬁnida por um
ponto A(x, y, z,) € um vetor diretor_\/’:(a], b, c,). Os vetores AP e V determinam
um paralelogramo:

zh

il

a altura desse paralelogramo é a distancia do ponto P a retar, d(Pr).
Chamando a érea do paralelogramo de A, sabemos que

Ap = base x altura = |Fl.d

Podemos determinar a drea do paralelogramo usando o médulo do produto
vetorial

A, =|Fx AP

]

entdo podemos escrever

#.d = |# x AP|

e disso
§ B
H]
ou seja:
¢ x 4P|
d{P, T} = T
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. >, .
em que A é um ponto da retar e v é um vetor diretor daretar.

Observacao:

Se P £ r, entdo d(Pr)=0.

x=2—3t
Calcule a distancia do ponto P(3,-2,4) areta 7 tp =142t
= —t
Solugdo:
Primeiramente vamos determinar um ponto da reta r, fazendo, por exemplo,
t=0. Obtemos:
A(2,1,0).

Um vetor diretor da reta r pode ser obtido observando-se os coeficientes de t
nas equacoes paramétricas de r:

V=(-32-1)
pela formula
Fx AP —
d(P, 1) = % AP = (P —A) = (1,—3,4).
temos
d(P _li-gz-1x(L-3.4)] l({5.11,7) _ VETR1Te7T VI _ [195
(P.r) = |{-3.2.-1)I -3+ (-103 JCare A1) VIE 4 14

Distancia entre duas retas

Ja sabemos que duas retas r e s no espaco tridimensional podem ser:

1) Concorrentes
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2) Paralelas

3) Reversas

Se as retas r e s sao concorrentes entao a distancia entre elas € nula e escre-
vemos d(r,s)=0.

Retas Paralelas

Se as retas r e s sao paralelas a distancia entre elas é a distancia de um ponto
qualquer P de uma delas a outra reta, observe




d(P.s) =

|# ]

A

Geometria Analitica

Disso,

d(s,r)=d(Pr),P < r

oud(rs)=d(Qs)QEr.

Mas ja sabemos calcular a distancia de um ponto a uma reta.

x =22t x=3—4t
Calcule a distancia entre as retas ~ #: {z}r =1+2t e s { v =4t
=3+t z=1+2t

Solucdo:
Asretast e 5530 paralelas, pois um vetor diretor der 6 7, = (—2,2,1)
e um vetor diretor de 5 é¥, = (—4,4,2) & ochservamos que:—i = E = %

Vamos calcular a distanda entre v e s usando d{r,.s5) =d(F.5) cnde
PeET.

Um ponto daretas é A(3.0,1) e um ponto daretar é P{2,1,—3) dai,

AP=P-A= (21,-3)-(3.0.1)=(-1.1.—-4)

_ lt4aaini41-4) _ I(-18,480)] _ SETE Y- _ 18T 1mWT_ 3,2
[({—d.a,2) [{—44.2] JI—4P 44?422 4FE &
Dai,
d(r.s) = 3+2.

Atividade |

Calcule d(r,s)=d(Qr), Q E s.
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Retas Reversas

. . >
Sejam r e s retas reversas. Sejam P(x,, y, z,) um ponto dere v=(a, b,, ¢,)um
vetor diretordere sejam Q(x, y, z,) um pontodess eT/’s= (a, b, c,) um vetor diretor
des. Os vetores_\z_\Ze PQ determinam um paralelepipedo. Veja a figura a seguir.

Observe que a reta r pertence ao plano da base do paralelepipedo earetas é
paralela a essa base, pois tem a direcdo do vetor_\Z.

Note que a base do paralelepipedo é o paralelogramo determinado pelos ve-
tores _V, eT/’se a altura desse paralelepipedo é a distancia entre asretasres.

Sabemos que o volume v, do paralelepipedo é

V.= (area da base) x altura

= -
Vo = v, x v |.d

podemos determinar v, usando o médulo do produto misto:

v, = |(#.7..PQ)|

Entdo podemosescrever
—_—
|T;r X T}:sl d= |{T‘?T‘EE‘PQ}|

e disso

_ l@-#.2q)|
& E

portanto

| ¥ PP @)
d Y. 8 l=————
{ } |2 v
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Exemplo 4

x =i x=
Calcular as distancias entre as retas 7 {y =3 e s {j.l =

Solugdo:

Um vetor diretor de réT/’,:(I,O,Z) e um vetor diretorde s é_\Z:(I, 1,1).Como 1/1
#0/1 as retas ndo sdo paralelas. Um ponto da reta r é P(0,3,0) e um ponto da reta
s € Q(0,0,0). Calculando o produto misto de_v: T/te PQ:

R R
@i P =t 1 1|=3=0
0 -3 0

as retas sao reversas.
Vamos calcular a distancia entre as retas reversasre s:

_ |EFEI;F_Q.| _ Iz _ 3 _ 3 _ 3
d(r.s) = |#FxFd T lnozix(aial - I-zaal T J-2F+aE T

Distancia de um ponto a um plano

Sejam P (x, y, z,) um ponto do espaco e m:ax + by + cz+d =0 um plano.
Trace por P uma perpendicular ao plano 77 que a intercepta no ponto Q. Veja
a figura a sequir:

z 4 P,
:
n
d
=
o'
-
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Note que o vetor normal ao plano e o vetor QP possuem a mesma direcgao.
A distancia d do ponto Pao plano  é

d=d(p.m) = [qP |

Seja A(x, y, z,) um ponto qualquer do plano 77 e observe que o vetor QP € a

projecao do vetor AP na direcao do vetor B’.Veja a figura a sequir.

A | P
—_— T ;
AP
oP 1,
=
/i.m__AA/
-

. - — -
Sabemos que a projecio do vetor APsobre ovetor i1 é

v —J E?‘i —
n-n

e disso
- |2
Pl =|\77)"
pOdE‘FﬁGSE‘SCFE‘UE‘r
LA I P T
A
Temos:

n=(abc) =|nl =vaZ+bZ+c?

_:|
AP=P—-A=(xy— X, Vs —Vp.Z1— Zy)
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entao:

|a7-7]
Il

a(p.m) = [QP| =

_ lfey—xp. ¥1-¥p Zy—zp)la b )l
d(P,m) = TErY

_ |alxy—xpd+B0x —woddel 2 -2l
d(P,m) = T

__ aaxy +byy +eEy—mxg—byg—ezg
d(P.m) = N
e como axy— by, —czy=d, pois o ponto A(x,.y.25) pertence ao
plano
max+by+cz+d =0 Podemosescrever

|axy +Byy 4oz dl
d{P,m) =
{ } RO T

Exemplo 5

Calcule a distancia do ponto P(2,—3. —10)ac plano m: 2x — 2y +
z—o6=10.

Solucao:

laxy +by, 4oz —axp—byg—cIg
d{P,m) =
{ } R )

_ |z-z—2i—a)+(—10)1—8]
d{PJ T:} - _"Ilzi_l_l:_z}i_'_ii

d{P,T:} _ |4+E:I%EI—E|

d{Pm}:"E—E'z“:z.

Distancia de uma reta a um plano

Sé podemos falar da distancia de uma reta a um plano somente quando a

reta é paralela ao plano. Vocé sabe por qué?
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FAY |

-

Seja r uma reta paralela a um plano 1, a distancia d da reta ao plano é a dis-

tancia de qualquer ponto da reta ao plano. Ja sabemos calcular a distancia de um
ponto a um plano. Entado, se P é um ponto de r, temos

d(P,m) =d(r.m)=d(P.m) |

Exemplo 6
x=1+1¢

Calcule a distanca entre aretar: (v = —2+ 2t e oplano
z=3—1t

mbx—y+4z—2=10
Solucdor

Fazendot =0 obtemos opontoP{1,—2.3)daretar. Um vetor

normal ao planomé
il = (6,—1.4)

d(r,m) = d(P,m)

|y +byy +o2—axg—byg—cEp
dir,m =
( ) S atyBi ot

_ e 1—a) -z} +4-5-2|
d{rj T:) - -..llﬁi+|:_1:|'2 ""4'2

18] _ 18

dlr,m) i
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Distancia entre dois planos

Sé faz sentido falar de distancia entre dois planos quando esses planos sao
paralelos.

Sejam , e 71, planos paralelos, a distancia d entre os planos é a distancia entre
um ponto qualquer de um dos planos ao outro plano:

4

IP .4
7 [ L4 /
/.Fl - /

Como ja sabemos calcular a distancia de um ponto P a um plano 7 seque

| d=d(m,m)=d(P.m,).P e, |

ou

| d=d(m,.m.)=d(Qm,).Q €mn, |

Atividade

Calcular a distancia entre os planos 7,:6x-y+4z-2=0 e 11,x-3z+4=0.
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Lista de Exercicios

1) Calcular a distancia entre os pontos P(-1,3,4) e Q(3,-2,-1).

2) Encontrar no eixo das abscissas, um ponto equidistante de P(3,2,1) e

c@2,1,1).
x=2—-1
3) Calcular a distancia do ponto P(-3,2,1) areta r: {}f =3+2t
z=3t
(x =2 — 2t
4) Calcular a distancia entre as retas r:(x-2,y+3,z-1)=t(1,-24) e 5:yy =3 + 4t
.z =Bt
x=2+t [(x =2t
5) Calcular a distancia entre as retas 1 %}I =—-1+3t e s:yy=3—t¢
z=4 \z=1+2t
x=3+i
6) Qual é a distancia da origem O(0,0,0) areta T }}f =2t
z=4

7) Calcular a distancia do ponto P(3,-1,4) ao plano m:2x+y-3z+1=0.

x =3t
8) Calcular a distancia da reta ’r:{y =2—2t aoplano m:x —y+5z—3=0.
z=3—-1

9) Qual é a distancia da origem 0(0,0,0) ao plano m:3x+2y-z+4=0

10) Calcular a distancia entre os planos 77,:2x+y-3z+1=0 e 11,:4x+2y-62+5=0.



Moddulo

Superficies Quadricas

Uma equacao do 2° graunas variaveis x,y e z

Ax* + By*+ Cz* + 2Dxy+ 2Exz+ 2Fyz+Gx + Hy+Iz =]

onde A, B, C, D, .., J sdao numeros reais e pelo menos um dos
coeficientes A, B, C, D, E ou F é diferente de zero representa uma
superficie quadrica.

Vamos estudar as superficies quadricas centradas representadas pela
equacao

Ax* +By*+ Cz* =]

e as supefficies quadricas nao centradas representadas por uma das
equacoes:

Ax* +By*+ Gx =0
Ax* +Hy+ Cz* =0
Gx+By?+ Cz*=0

A intersecao destas superficies com planos coordenados
Xy, xz, yz ou paralelos a estes podem ser de um dos tipos:

conica, circunferéncia, uma reta, duas retas, um ponto ou vazio.

Essas curvas de intersecao serdaochamadas de trago da superficie
no plano.

1) SUPERFICIES QUADRICAS CENTRADAS
1) ELIPSOIDE:

Tomando 4, B, C e | nimeros reais positivos em Ax® + By +
Cz* = ] esta equacao representa um elipsoide.
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Exemplo 1

. . x4 2t
Esboce o elipsdide —+—+—=1
4 25 El
Solucao:
Vamos analisar as intersecoes desta superficie com planos

coordenados:

2 z zZ

T°)Noplanoxy:facaz = Ona equagéox: + Z—S +t5= 1

z 2
Obtemos x: + 1’—5 = 1 uma elipse no plano xy:

e

b L o

HTIT]

V(2,000

2 2z 2z

2¢)Noplanoyz:faca x = Ona equagé’no% + i +5 = 1

2z 2
Obtemos 2—5 + % = 1 uma elipse no plano yz:

L
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z z z

32)No planoxz:facay = O na equagé’nox: + i + z? =1

xz ZZ .
Obtemos Tto= 1 uma elipse no plano xz:

1 »
|*£{'ﬂ. i3}

v, (2,0.0)

(L ih,-3)

O esbocono espacotridimensional é

2) HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

Tomando 4,B,C,e ] nao nulos e apenas um entre 4,BeC
negativo, com Ax®+ By?+ (Cz? =], esta equacao representa em
hiperboléide de umafolha.
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Exemplo 2

Esboce o hiperboldide de umafolha x:z + £ — % =1

Solucdo:
Vamos analisar as intersecoes desta superficie com planos
coordenados:

2 J’z zZ:]ﬂ

Te)Noplanoxy:facaz = Ona equagdo — + - — =

2 2
Obtemos x: + 1’—5 = 1 uma elipse no plano xy:

H

I”
v, {-2,0,0)
lf
.
J}’
'.- vy (0,50 v

e :{ (-5,

2 2 z

2¢)Noplanoyz:faca x = Ona equagé’nox: + :;—5 — % =1

Y _Z _luma hipérbole no plano yz:

2
Obtemos — —
25 9

2z 2

32)No plano xz: facay = 0O na equagﬁo% + ::—5 -5= 1

2.2

2 2z
Obtemos x: — % = 1uma hipérbole no plano xz:
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3) HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

Tomando A, B, C,e ] ndo nulos e apenas um entre 4, B e C positivo em
Ax? + By? + (Cz? = ] esta equacao representa um hiperboléide de
2 folhas.
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Exemplo 3

Esboce o hiperboléide de umafolha o2z
4 25 16

Solucao:
Vamos analisar as intersecoes desta superficie com planos

coordenados:
. _ B - ¥ x: 2
T°JNo planoxy:faca z = 0 na equacao 4 25 16

4 2
Obtemos J": — % =1 uma hipérbole no plano xy:

. # r
Yy vlh-2.0 o O K v, (0,2.00 ¥

o . — s ¥ _F
2°)No plano yz: faca x = 0 na equacao T s 1.

yz

Obtemo&: —:—: =1 uma hipérbole noplano yz:

v, (0-2,0) ],

vy (0,2,0) ¥
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39 No plano xz: faca y = 0 na equacao

Obtemos o conjunto vazio, indicando que a nossa superficie nao

intercepta o plano xz.

O esbocodo hiperboldide de duas folhas no espaco tridimensional é

]

I) SUPERFICIES QUADRICAS NAO CENTRADAS

1) PARABOLOIDE ELIPTICO

Cadauma das equacdes

Ax®* + By*+ Gx =0

Ax* +Hy+ Cz* =0

Gx+By?*+ Cz?=0

representa um paraboléide eliptico se os coeficientes dos termos de

segundo grau tiverem o mesmo sinal e o coeficiente do termo de

primeiro grau for diferente de zero .

Exemplo 4

e - N xz 2
Esboce o paraboldide eliptico z = Tt ZI—S

Solucéo:
Vamos analisar as intersecbes desta

coordenados:

Te)No planoxy:facaz = Onaequacaoz = x: + =

superficie com

J_I.Z

25

planos
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Obtemos

2 2z

X P . o .
:+:;—5= 0 e aunicasolucaoéx =y =0.

Disso o ponto (0,0,0) pertence ao paraboldide.

2°)Noplanoyz:faca x = Onaequacao z = x:z + £

2z
Obtemosz = 1—5 uma parabolanoplanoyz:

3%)Noplanoxz: facay = 0 na equacao z = x:z+ £

2
X r
Obtemosz = ~ uma parabola noplanoxz:

-

4¢)Vamos obter mais uma intersecao da superficie com oplancz =1

x® 9t . . .
Obtemos 1 = — T3 uma elipse no planoz=1. Veja a figura a
seguir.

O esboco do paraboldide eliptico no espaco tridimensional é
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2) PARABOLOIDE HIPERBOLICO
Cadauma das equacoes
Ax* 4+ By*+ Gx =0
Ax*+Hy+ Cz* =0
Gx+By*+ Cz* =0
representa um paraboléide hiperbélico se os coeficientes dos termos

de segundo grau tiverem sinais contrarios e o coeficiente do termo
de primeiro graufor diferente de zero.

Exemplo 5

Esboce o paraboléide hiperbdlico z = y? — %.

Solucdo:
Vamos analisar as intersecoes desta superficie com planos

coordenados:

2

Te)Noplanoxy:facaz = O naequacdoz = y* — .

Obtemos y? = "%, dissoy = g ouy = —J—; uma par de retas no plano

xy

...............

2°)No planoyz: faca x = Ona equacaoz = y? — %.

Obtemos z = y? uma parabola no plano yz:
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3®)No planoxz: facay = 0 na equacao z = y* — %.
xz
Obtemos z = — - uma parabola noplanoxz:

4¢)Vamos obter mais uma intersecdo da superficie com oplanoz =1

Obtemos 1 = y? —xj: uma hipérbole noplanoz = 1.

Efazendoz = —1, obtemos outra hipérbole: 1 = xj: —v? Veja afigura

a seguir.
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O esbocodo paraboldide eliptico no espaco tridimensional é

Ill) SUPERFICIES CONICAS
Uma superficie no espaco tridimensional cuja equacao é
Ax?+ By*+ Cz? =0, onde 4, B e C sdo constantes reais,

& denominada superficie conica ou apenas cone.

Exemplo 6

z
X
Esboce o cone z? = S+ y?

Solucdo:
Vamos analisar as intersecoes desta superficie com planos

coordenados:

Te)No plano xy:faca z = 0 na equacéo z® = x7:+y2

Obtemos

z
X o e e -
?+j,!2 =0 eaunicasolucaoeéx =y =0.

Disso o ponto (0,0,0) pertence ao cone.

29)Noplanoyz:faca x = 0 na equacdo z* = xT:+ y?
72 = y?

e dissoz = youz = —yl(retas noplanoyz).
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39)No planoxz:facay = 0 na equacdo z* = xT:-" v

4°)Vamos obter mais uma intersecao da superficie com oplanoz = 4
2 x? 2
Obtemos 4° = P
x® 97 .
podemos escrever _— + = = 1 (uma elipse no planc z = 4).
Observe que sez = —4 obtemos também
xR .
wtT = 1 (elipse no planc z = —4).

O esbocodo cone noespacotridimensional é
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Atividade |

Esboce cada uma das intersecées da superficie conica com os planos
determinadas anteriormente e esboce também a superficie cilindrica.

IV) OUTRAS SUPERFICIES QUADRICAS: CILINDROS
1) CILINDRO ELIPTICO

Na equacdo Ax?+By*+ Cz?=] , apenas um dos
coeficientes dos termos de 2° grau é igual a zero os outros dois e | tem
omesmosinal.

Exemplo 7
4 9

Observe quezé independente dex ey, pois nao aparece na

- - . xz 2
equacao e na aula 03 vocé estudou elipses e agora sabe que— + % =

1 noplanorepresenta uma elipse.
Como z nao aparece na equacao, isto significa que para
qualquer planoz = k paralelo ao planoxy o traco da superficie nesse

| saelipse™ + ¥ —
plano é aelipse -+~ =1

c-ad
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Atividade Il

zZ

Faca um esboco do cilindro te-ll’ptiu:u::-m:2 +5= 1.

2) CILINDRO PARABOLICO
Em uma das equacoes
Ax?+By*+ Gx=0
Ax*+Hy+ Cz* =0
Gx+By?+ Cz2=0

apenas um dos coeficientes dos termos de 2° grau é igual a zero e os
outros dois coeficientessaonaonulos.

Exemplo 8

y=2z?

Na aula 02 vocé estudou parabolas e sabe que a equacéo
y = 2z no plano representa uma parabola. Neste caso, observamos
que avariavel x é independente de z e y, pois nao aparece na equacao
e isto significa que para qualquer planox = k paralelo ao planoyz o
traco da superficie nesse plano é a parabolay = 2z2. Obtemos a
superficie
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3) CILINDRO HIPERBOLICO

Naequacao Ax®+ By?+ (Cz? =], apenas um dos coeficientes dos
termos de 2° grau é igual a zero os outros dois tém sinais diferentes.

Exemplo 9
22
4 9

Observe quey é independente de x ez, pois nao aparece na

equacao e na aula 04 vocé estudou hipérboles e agora sabe que

zZ z

X . -
TS 1 no plano representa uma hipérbole.

Como y nao aparece na equacao, isto significa que para
qualquer planoy = k paralelo ao planoxz o traco da supetficie nesse

xz

Z
- . - =z
planoé a hlperbole: -5 = 1.

>
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Superficie Esférica

Dado um ponto C(x,,V,, Zo) pertencente ao espaco tridimensional e
um numero realr > 0, a superficie esférica (esfera) de centro C é igual
aré o conjunto de pontos P do espaco cuja distdncia ao ponto(C é
igual a 7. Assim, se P(x, y, z) pertence aesferade centro C(x,,,, 2,) €
raio 7 > 0 se e somente se

d(P,C) =1
ou seja,

(x—%)*+ (=) + (2—2)* =712

e esta é denominada equacao reduzida da esfera.

Exemplo 10

Qual a equacao da esfera com centrona origem 0(0,0,0) e raio 57

A equacdo desta esfera é (x —0)*+ (y—0)*+ (z—0)*= 57 ou
podemos escrever:

x2+y?+ z2 =57

Observe que as intersecoes da esfera com os planos
coordenados xy, yz e xz sdo circunferéncias de raio 5 e centro na
origem do sistema de coordenadas.
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Qual é ocentroe oraiodaesferax® + y* + (z—2)* =47
Solucdo:
Comparando com a equacaoreduzida
(x—2) "+ (v —¥)* + (2—z25) =717
temosxy, =0y, =0,z,=2er* =4,

e disso o centro é o pontoC(0,0,2)e oraio ér = 2. Vejaum eshoco
dessa esfera:

Atividade lll

Eshoce as esferas:

a) x* +y?+ z? =5?
b) x* +y?+ (z—2)*=4
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Lista de Exercicios

1) Determine o centro e oraio da esfera x2 + y2 + z2 = 16e eshoce
o seu grafico. Indique no gréfico a circunferéncia obtida pela
intersecao doplanoz = 2 com essa esfera.

2) Qual é a equacao da esfera com centro C(0,6,0) e raio 3. Esboce
essaesfera.

3) Identifique a quadrica e esboce o seu grafico:
a) x*+y*+ 4z7 =4
b)—x*+4y?+ z? =4
X Qu?_ 4,2 _
c) > 9y*— 4z* =9

d) v = x? + 4z (indique no gréfico a elipse obtida pela intersecéo
doplanoy = 4 com esse paraboldide eliptico).

4) Identifique e esboce os cilindros:

a) x?+y?=1

b)y?+ z? =1
2, X _

cly+ . =1

dz=1y?
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